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Technische Mechanik

Kapitel 1: Grundlagen

Die Mechanik befasst sich mit der Bewegung und Deformation von Materie unter dem Ein-
fluss von Kréften. Wir betrachten die Ruhe als Spezialfall von Bewegung und erfassen so auch
das wichtige Gebiet der Statik.

In dieser Lehrveranstaltung werden die elementaren Begriffe und Methoden der Mechanik ein-
geflihrt, basierend auf dem Prinzip der virtuellen Leistungen. Wir werden die Grundlagen der
Kinematik, Statik und Dynamik von starren Krpern und Systemen verstehen und auf einfache
Probleme anwenden konnen. Damit erarbeiten wir aber auch die Hauptwerkzeuge fiir komple-
xere Anwendungen in spateren Vorlesungen (Physik, Robotik, Sensorik, Automatik etc.).

Gleichzeitig lernen wir, in einem allgemeineren Sinn, Methoden zur mathematischen Beschrei-
bung von Naturphdnomenen kennen. Viele Konzepte und mathematische Techniken werden in
anderen Fichern in &hnlicher Form wieder auftauchen. Jede Auseinandersetzung mit ihnen
vertieft das Verstdndnis.

Unser Ziel ist das Versténdnis der Prinzipien, Konzepte und Methoden — nicht das blinde An-
wenden von auswendig gelernten Formeln.

Ausblick

Unser Endziel ist es, den Zusammenhang zwischen den an einem System angreifenden Kréften und seinen Bewe-
gungen zu verstehen und zu berechnen. Im Zentrum stehen einzelne starre Kérper und Systeme aus verbundenen
starren Korpern. Damit 16sen wir uns vom Massenpunktmodell der Mittelschule.

Wir steigen ein mit (meist nur gedachten) momentanen Bewegungszustinden von solchen Systemen: Welche
Grossen braucht man zur Beschreibung, was sind mogliche Bewegungen, wodurch werden Bewegungsméglich-
keiten eingeschrinkt? Wir lernen neben den Geschwindigkeiten noch die Rotationsgeschwindigkeiten kennen.

Dann studieren wir Krifte: Wo greifen sie an, wie kann man sie mathematisch beschreiben, was darf man mit ih-
nen machen, was nicht? In Analogie zu den Rotationsgeschwindigkeiten brauchen wir auch noch Momente. Wir
entdecken interessante Verwandtschaften zwischen Geschwindigkeiten/Rotationsgeschwindigkeiten und Kréften/
Momenten.

Um unser Verstindnis von Kriften zu vertiefen, beschrianken wir uns vorerst auf den Fall der Statik, wo sich
nichts bewegt. Das ist schon anspruchsvoll genug und wichtig zur Kldrung der Grundkonzepte. Wir entdecken
immer wieder die Zusammenhdnge zwischen moglichen bzw. verhinderten Bewegungszustinden und Kréften.
Und wir lernen das Wichtigste: Vor jeder Rechnung muss man das betrachtete System abgrenzen. Man muss also
wissen, wovon man spricht — eigentlich v6llig banal, aber doch nicht so einfach!

Um unser Endziel (s.0.) zu erreichen, sind Anderungen von Bewegungszustinden entscheidend. Wir miissen uns
also von den momentanen Bewegungszustianden und den Vorstellungen der Statik 16sen und Beschleunigungen
studieren. Dann konnen wir unsere Kenntnisse der Kréfte ausschopfen und die Zusammenhinge zwischen Kraf-
ten und Beschleunigungen sowie Momenten und Rotationsgeschwindigkeiten beschreiben, verstehen und anwen-
den.

Ganz zum Schluss werden wir in Abschnitt 3.6 auf Seite 105 riickblickend sehen, dass die Statik auch direkt als
Spezialfall der Dynamik hitte aufgefasst werden kénnen, dass wir aber auf unserem Umweg viel gelernt haben.



Technische Mechanik Lage und Geschwindigkeit materieller Punkte

1.1 Lage und Geschwindigkeit materieller Punkte

Lernziele

» Sie kennen den Unterschied zwischen einem materiellen und einem geometrischen Punkt.
» Sie konnen den Freiheitsgrad eines Systems bestimmen.
* Sie konnen die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes in kartesischen und Zylinderkoordinaten berechnen.

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Definitionen.

Ein materieller Punkt ist ein als markiert gedachter Punkt
eines Korpers. Im Gegensatz dazu stehen z.B. geomet-
risch konstruierte Punkte (Schnittpunkte, Beriihrungs-
punkte etc.).

Um die Lage von materiellen Punkten beschreiben zu
konnen, miissen wir uns auf Bezugskérper beziehen. Wir
idealisieren diese als starr. Ein viel verwendeter Bezugs-
korper ist z.B. die Erde.

Bezugskorper

Mit dem Bezugskdrper verbunden denken wir uns ein Bezugssystem {O, e,, e, e.} . Die Lage
eines materiellen Punktes im Bezugssystem wird durch die Lagekoordinaten bestimmt.

Unter dem (globalen) Freiheitsgrad eines materiellen Punktes, eines Korpers oder eines aus
mehreren Korpern bestehenden Systems verstehen wir die minimale Anzahl Lagekoordinaten,
die zur eindeutigen Bestimmung der Lage nétig sind. (Wir werden diesen Begriff auf Seite 19
noch prézisieren.)

Beispiel: Ebenes Pendel

Eine kleine Kugel wird als materieller Punkt P modelliert. Sie ist an einem Faden der
Liange / aufgehéngt. Der Faden sei immer straff. Einfachheitshalber betrachten wir nur
Bewegungen in der Vertikalebene.

Als Lagekoordinaten kommen z.B. in Frage:

o der Winkel ¢,
» die x-y-Koordinaten,
* die x-Koordinate.

Die Lage des Pendels kann mit einer Koordinate beschrieben werden (iiblicherweise ¢).
Der Freiheitsgrad ist also eins.

Ein materieller Punkt im Raum hat den Freiheitsgrad 3. Die
drei Grossen konnen z.B. durch die kartesischen Koordinaten
X, y, z oder durch den Ortsvektor r = OP festgelegt werden:

r = xe.,tye, tze..

Oft sind mehrere Kdrper zu einem System verbunden, und
die Eigenschaften der Verbindungen (Gelenk, Faden etc.) .

konnen mathematisch in Form von Gleichungen dargestellt werden. Wenn n die Summe der
Freiheitsgrade der einzelnen Kdrper und b die Anzahl der (linear unabhingigen) Bindungsglei-
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chungen bezeichnet, so ergibt sich folgende Formel fiir den Freiheitsgrad eines aus mehreren
Korpern zusammengesetzten Systems:

f=n—b. (1.1)

Beispiel: Freiheitsgrade von Molekiilen Wasserstoff, H, Methan, CH,
Die Formel (1.1) liefert die rechts aufgefiihrten

Freiheitsgrade fiir Wasserstoff- und Methan-Mole- H
kiile. ./13

Einen starren Kérper konnen wir uns aus

starr verbundenen Punkten aufgebaut den- f=2-3-1=5 f=4-3-6=06
ken (siehe Abschnitt 1.2 fiir eine genauere
Definition). Vom vierten Punkt an (ver-
gleiche mit dem Methan-Molekiil) tragt jeder neue Punkt drei neue Freiheitsgrade und drei
neue linear unabhéingige Gleichungen bei. Es gilt also:

(nur H-Atome betrachten)

Satz:
Ein starrer Korper hat den Freiheitsgrad 6.

Die Bewegung cines materiellen Punktes ist durch eine Vektorfunktion

R - R3
t>r

(kurz: r(¢)) gegeben, welche die Bahnkurve beschreibt.

Damit lésst sich die Geschwindigkeit folgendermassen definieren:

r(t+At)—r(t) _ i

_d .
A LY (2
Zu jedem Zeitpunkt ist die Geschwindigkeit ein zur Bahnkurve Bahnkurve
tangentialer Vektor.
V(1)
Der Betrag der Geschwindigkeit, v = |v|, heisst Schnelligkeit.
r(1)

O
Je nach Wahl der Koordinaten erhilt man verschiedene Ausdrii-

cke fiir die Geschwindigkeit. Am einfachsten ist die Rechnung in kartesischen Koordinaten.
Wir schreiben

r = xe tye +ze.. (1.3)
Hier sind die Einheitsvektoren konstant
e, =¢, =¢ =0, (1.4)

und wir erhalten deshalb
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= E(xex +ye, +ze,) = xe +xe,tye +ye +ze +zé, = xe . t+ye +ze,. (1.5)

Die Schnelligkeit ist also

v =y = JX2+Hp2 422,

Beispiel: Rollendes Rad

Wir betrachten einen materiellen Punkt P auf der Oberfléche eines rollenden Rades vom Radius R. Die Lage von
P wird durch den Winkel ¢ (im Bogenmass) beschrieben. Fiir ¢ = 0 (siehe Skizze) moége P mit dem Ursprung O
des Koordinatensystems zusammenfallen. Aus der Geometrie lesen wir die kartesischen Koordinaten des Punktes
P ab (Ry ist die abgerollte Liange auf der Radoberflidche und gleichzeitig die x-Koordinate des Radmittelpunk-
tes):

X = R(p—sing), y
y = R(1—cosyp).

Der Winkel ist eine Funktion der Zeit: ¢ = ¢(#) . Beim Ableiten nach der
Zeit miissen wir also die Kettenregel beachten. Es ist z.B. ﬂ

(sing(1)) = Tsin(p(1)) = cos(@()T6(1) = cos(@(0)p(1). 70 7 %

Wenn wir nun die Zeitabhingigkeit nicht mehr explizit notieren und nur noch ¢ fiir ¢(¢) bzw. ¢ fiir ¢(¢) schrei-
ben, so ergeben sich die folgende Komponenten der Geschwindigkeit von P:

v, = X = Ro(l—cosyp),
v, =y = Rosing.
Die Schnelligkeit ergibt sich aus dem Satz von Pythagoras zu

v = |v]| = R|¢|J2—-2cos¢ = 2R

Sin =
g8ty

(Die hier benutzte Relation
sin*(¢/2) = (1-cose)/2
ergibt sich aus der Summenformel
cos(a +B) = cosacosf — sinasing,

wenn @ = § = ¢/2 eingesetzt und cosz(go/Z) =1- sinz(tp/z) verwendet wird.)

Fiir viele Probleme sind aber die kartesischen Koordinaten ungeeignet:

Wohl kann z.B. ein kleines Stiick der Erdoberfldche als eben idealisiert und mit zwei kartesi-
schen Koordinaten in einfacher Weise beschrieben werden. Vergrossert man aber die betrach-
tete Flache, so beginnt die Kriimmung der Erde eine Rolle zu spielen. Deshalb miisste eine
dritte kartesische Koordinate zugezogen werden. Dies kann durch Wahl eines angepassten Ko-
ordinatensystems (z.B. Kugelkoordinaten) vermieden werden.

Ganz allgemein lohnt es sich immer, die Koordinaten sorgféltig und dem Problem angepasst zu
wihlen. Jede Modellierung eines physikalischen Systems ist eine neue und schwierige Auf-
gabe, die durch geeignete Koordinatenwahl vereinfacht werden muss. Gewisse Formeln (z.B.
fiir die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen) werden in nicht-kartesischen Koordinaten
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zwar komplizierter, fiir jeden Koordinatentyp miissen sie aber nur ein einziges Mal berechnet
werden.

Zylinderkoordinaten p, ¢, z:

Wir fithren (in jedem Punkt) drei Koordinaten-Einheitsvek-
toren so ein, dass sie tangential zur Kurve liegen, die durch
alleinige Verdnderung der entsprechenden Koordinate ent-
steht.

Den Ortsvektor r des Punktes P konnen wir schreiben als

r = pe,tze..

Damit ergibt sich aus (1.2) die Geschwindigkeit
v =171 = pe,tpe,+ze +ze, = pe,+pe,t:ze,.

Dabei haben wir die Zeitabhingigkeit der Koordinaten (p = p(¢), ¢ = ¢(t), z = z(¢)) und
der Koordinaten-Einheitsvektoren (e, = e, () etc.) bei einer Bewegung des Punktes P beach-
tet, aber nicht explizit ausgeschrieben.

Zur Berechnung von é, lesen wir die kartesischen Koordinaten der Einheitsvektoren e, und
e, aus der Zeichnung ab:

e, = cosge, + singe,,
e, = —singe, + cosye,.

Dank (1.4) konnen wir die erste Gleichung einfach nach der Zeit ableiten. Nach Anwendung
der Summen-, Produkt- und Kettenregel ergibt sich

e, = ¢(— sinpe, + cosye,) = pe,.
Damit erhalten wir die folgende Beziehung fiir die Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten:
v = pe,tpge,t:ze.. (1.6)
Die Schnelligkeit kann direkt aus (1.6) ermittelt werden:

v=1| = Jp+p P+ (1.7)

y
Ebene Polarkoordinaten r, ¢: €,
Die Geschwindigkeit in ebenen Polarkoordinaten kann sofort aus e,
den Zylinderkoordinaten gewonnen werden. Wir miissen dazu nur - P
die z-Koordinate null setzen und p durch r ersetzen. Aus Formel
(1.6) erhalten wir ¥ X
v = ie,trope,. (1.8)

Die zeitlichen Ableitungen von Winkeln (z.B.: ¢) werden als Winkelgeschwindigkeiten be-
zeichnet.
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Kontrollfragen

1.

o ©® =N kD

Was ist ein Bezugssystem?

Was sind Lagekoordinaten?

Was ist der Freiheitsgrad f?

Wie gross ist der Freiheitsgrad eines starren Korpers im Raum und wie gross in der Ebene?
Wie ist die Geschwindigkeit v eines materiellen Punktes definiert?

Was ist die Schnelligkeit, worin unterscheidet sie sich von der Geschwindigkeit?

Welche Komponenten hat die Geschwindigkeit in kartesischen Koordinaten?

Beschreiben Sie die Flachenscharen mit konstanten Zylinderkoordinaten p, ¢ bzw. z!

Welches sind die Komponenten der Geschwindigkeit in ebenen Polarkoordinaten?

Ubungen

1.

2.

Finden Sie die zeitliche Ableitung des Einheitsvektors e, in Zylinderkoordinaten!

Ein System besteht aus drei materiellen Punkten, die wie skizziert mit Faden ver- 7
bunden sind. Die Féden sind immer gespannt. Das System bewege sich nur in der

Zeichenebene. Bestimmen Sie seinen Freiheitsgrad!

Wie gross ist der Freiheitsgrad im Fall eines rdumlichen Systems?

Ein materieller Punkt bewegt sich auf einer Schraubenlinie. In Zylinderkoordinaten ldsst sich seine Bewe-
gung durch die Koordinatenfunktionen

p(t) = R,
p(1) = wt,
z(t) = bt.
beschreiben (mit konstanten Parametern R, b, w). Finden Sie die Komponenten der Geschwindigkeit v in Zy-

linderkoordinaten und zeigen Sie, dass die Schnelligkeit konstant ist.

Susi und Fritz sind dabei, Mechanikaufgaben zu 16sen. Sie sollen den Freiheitsgrad f eines starren Korpers im
Raum ermitteln. Fritz benutzt 5 Punkte mit 10 Abstidnden und findet f'=5 x 3 — 10 = 5. Susi benutzt 6 Punkte
und kommt auf = 6 X 3 — 15 = 3. Hans sitzt in der Ecke und strickt. Er sagt: «Nehmt doch nicht so viele
Punkte!» Fritz nimmt nun 2 Punkte und findet f=2 X 3 — 1 = 5. Er ist jetzt iiberzeugt, die richtige Losung ge-
funden zu haben. Susi zweifelt. Erkldren Sie!

1.2 Starre Korper

Lernziele

Sie kennen die mathematische Charakterisierung eines starren Korpers und deren Konsequenz fiir die Ge-
schwindigkeiten von Punktepaaren, den Satz der projizierten Geschwindigkeiten.

Sie konnen den Satz der projizierten Geschwindigkeiten auf konkrete Bewegungen anwenden.

Sie wissen, dass der starre Korper eine idealisierte Modellbildung ist.

Sie koénnen Translationen, Rotationen, starre und ebene Bewegungen charakterisieren und Beispiele dafiir an-
geben.

Sie konnen sich unter einem momentanen Bewegungszustand etwas vorstellen.



Technische Mechanik Starre Kérper

Starre Kérper sind niitzliche Idealisierungen. Im Gegensatz zu deformierbaren Korpern lédsst
sich ndmlich ihre Position und Bewegung mit wenigen Kenngrdssen beschreiben. Es héngt
meist von der gewiinschten Genauigkeit der Modellierung ab, ob ein Korper als starr betrachtet
werden kann.

Ingenieure und Naturwissenschaftler/-innen versuchen in ihrer Arbeit, die wesentlichen physi-
kalischen Eigenschaften eines Systems in einem moglichst einfachen, idealisierten Modell zu
erfassen. Dabei muss Genauigkeit gegen Einfachheit abgewogen werden. Dies ist eine schwie-
rige Aufgabe, die grosse Erfahrung voraussetzt.

Ein starrer Korper ist dadurch charakterisiert, dass die Distanz zwischen beliebigen Punkten P
und Q zeitlich konstant ist:

PO = konst.
Diese Gleichung ldsst sich vektoriell auch folgendermassen schreiben:

(rp—ry)* = konst. (1.9)

Durch Ableiten von (1.9) nach der Zeit ergibt sich

(I‘P—I’Q) ° (vP—VQ) = 0
Wenn wir einen Einheitsvektor e von Q in Richtung P einfiihren,

rp—ro

e = )
|”P—”Q|

so erhalten wir
e - (vp—vy) =0
oder

e vy =Vvp = e-vy = V.

(Diese Rechnung ist im Beispiel: Projektion, Kom-
ponente auf Seite 112 noch detaillierter erldutert.)

Die Komponenten vp' und v, der Geschwindigkeiten v, und v, in Richtung des Einheitsvek-
tors e sind also gleich. Gleichwertig konnen wir auch die Projektionen v,', v, auf e betrachten
und festhalten, dass diese beiden Vektoren gleich sein miissen:

Damit haben wir den folgenden wichtigen Satz bewiesen:

Satz der projizierten Geschwindigkeiten (SdpG)

Die Projektionen v,', v, der Geschwindigkeiten von zwei beliebigen Punkten P und Q eines
starren Kérpers auf ihre Verbindungsgerade sind gleich:

vy = v, 1.10
o

_'|O_
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Beispiel: Gefiihrter Stab

Ein Stab gleitet mit seinen beiden Enden 4 und B an zwei zueinander
senkrechten Flachen. Die Bewegung sei eben.

Fiir die Projektionen der Geschwindigkeiten der Endpunkte in Stabrich-
tung erhalten wir betragsméssig

v, = v,sina,

vg' = vgcosa.

Aus dem SdpG (1.10) ergibt sich also folgende Beziehung fiir die bei-
den Schnelligkeiten: VB\\/ )z
N

Vp = VAtanQ'.

Oft bewegen sich Korper in einer einfach beschreibbaren Weise. Speziell ausgezeichnet sind
die folgenden vier Bewegungsarten:

* Starre Bewegung: Der Satz der projizierten Geschwindigkeiten ist zu jedem Zeitpunkt er-
fillt.

Der Korper kann starr oder deformierbar sein, wichtig ist nur seine Bewegung.
* Translation: Es gilt v, = v fiir alle Punkte P.

* Rotation: Starre Bewegung, bei der zwei Punkte P und Q in Ruhe bleiben.

Aus dem SdpG folgt, dass damit alle Punkte auf der Verbindungsgeraden, der Rotationsachse,
in Ruhe bleiben.

P und Q miissen nicht zum Kd&rper gehdren; eventuell erweitert man ihn in Gedanken auf den
ganzen Raum.
» Ebene Bewegung: Sie ist durch folgende zwei Eigenschaften charakterisiert:

a) alle Geschwindigkeiten sind zu einer gegebenen Ebene E parallel,

b) alle Punkte auf einer Normalen zu E besitzen die gleiche Geschwindigkeit.

Falls die zu einer ebenen Bewegung gehorende Ebene E durch x-y-Achsen aufgespannt wird,
so lassen sich die beiden Eigenschaften auch folgendermassen formulieren:

a)v, =0,
b) v, = v.(x,y) und v, = v, (x,¥).

Unsere Definition der ebenen Bewegung setzt nicht voraus, dass es sich um eine starre Bewe-
gung handelt. Ansonsten wiirde die erste Bedingung ausreichen.

Das Studium der Bewegungen von Kdrpern und Systemen bezeichnet man mit dem grie-
chischstimmigen Begriff Kinematik.

Eine Bewegung kann fiir eine endliche Zeit oder auch nur momentan von einem gewissen Typ
sein. In diesem Kapitel interessieren wir uns hauptséchlich fiir den momentanen Bewegungs-
zustand, also die Geschwindigkeiten eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt. Wir wer-
den das Wort «momentan» manchmal explizit verwenden («momentane Rotation»), oft aber
auch unterdriicken.

_’l’l_
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Beim Studium der Bewegungszustdnde kiimmern wir uns nicht um die Ausdehnung des vorlie-
genden Korpers. Wir erweitern ihn in Gedanken auf den ganzen Raum.

Kontrollfragen

1. Was ist ein starrer Korper?
Wie lautet der Satz der projizierten Geschwindigkeiten?
Was ist eine Translation?

2
3
4. Zeigen Sie, dass der Satz der projizierten Geschwindigkeiten bei der Translation erfiillt ist!
5. Was ist eine Rotation?

6

Was ist eine ebene Bewegung?

1.3 Ebene Bewegungen

Lernziele

* Aus zwei Geschwindigkeiten konnen Sie Art und Bestimmungsgrossen des momentanen ebenen Bewegungs-
zustandes eines starren Korpers ermitteln: Ist es eine Translation oder eine Rotation? Wie gross ist die Transla-
tionsgeschwindigkeit bzw. Rotationsschnelligkeit; wo liegt das Momentanzentrum?

» Mit diesen Informationen kénnen Sie die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes berechen.

» Sie konnen die Bewegungen der Teilkorper eines ebenen Mechanismus bestimmen.

» Sie wissen, wie man die feste und die bewegliche Polbahn bestimmt und kdnnen sich deren Abrollen vorstel-
len.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf den wichtigen Spezialfall von ebenen Bewegun-
gen. Sie haben die folgende wichtige Eigenschaft, welche ihre Untersuchung motiviert:

Satz:

Eine starre ebene Bewegung ist (momentan) entweder eine Translation oder eine Rotation.

Beweis:

1)  Falls alle Punkte parallele Geschwindigkeit haben, so ist

die Bewegung eine Translation, denn aus dem SdpG 0 <.
(1.10) ergibt sich Vo
VpCOSY = V,COSY,
und damit gilt P AN
Vp

vp = v, fiiralle P und 0.

(Falls cosy = 0 ist, so muss ein dritter Punkt betrachtet werden.)
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i1) Andernfalls miissen mindestens zwei Punkte nicht
parallele Geschwindigkeiten haben. Wir nennen diese
Punkte P und Q. Es soll gezeigt werden, dass nun
eine Rotation vorliegt. Dazu betrachten wir den
Schnittpunkt M der Senkrechten zu den Geschwin-
digkeiten in P und Q. Aus dem SdpG (1.10) fir PM
und QM folgt, dass die Projektionen von v,, auf PM
und auf QM verschwinden miissen. Weil PM und OM
nach Voraussetzung nicht parallel sind, ergibt sich

vy, =0.

Die gleiche Uberlegung gilt fiir alle Punkte auf der Normalen zur Bewegungsebene durch
M.

Aus der obigen Skizze lesen wir fiir den Fall einer Rotation die Gleichungen
VpCOSQ@ = V,COSf3,
rpCoS@ = rocosf
ab (SdpG bzw. Hohe im Dreieck PMQ). Daraus folgt
VpiFp = Voil'g
oder, wenn wir das Verhiltnis w nennen,
Ve = Wrp, Vg = Wrg.

Die Proportionalitdtskonstante w nennen wir Rotationsschnelligkeit. Der ruhende Punkt M
heisst Momentanzentrum.

Wir konnen also folgenden Satz formulieren:

T = w
o )T — — _ M
—/ ,/-P < — @~ _
Satz vom Momentanzentrum: Vp

Bei der Rotation steht die Geschwindigkeit v, des Punktes P senkrecht auf der Verbindungs-
geraden durch P und das Momentanzentrum M. Die Schnelligkeit ist proportional zum Ab-
stand:

Vp = Wrp. (1.11)

Wenn wir senkrecht zur Ebene den Vektor der Rotationsgeschwindig-

keit Vp
w = we.
einfiihren, so konnen wir die Geschwindigkeit v, auch folgenderma- & E
ssen berechnen:
Vp = WXTrp. (1.12)

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dass diese Formel auch fiir beliebige Bewegungszu-
stainde im Raum gilt.
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Beispiel: Rollendes Rad
2v

Das Momentanzentrum ist der Auflagepunkt M. In ihm ist ndmlich die Ge-
schwindigkeit des Rades null.

Falls z.B. die (horizontale) Mittelpunktgeschwindigkeit den Betrag v hat, /\/é v
so berechnen wir die Rotationsschnelligkeit zu v
v
w==.
R
Mit dem Satz von Momentanzentrum (1.11) erhalten wir sofort die Rich-
tung und den Betrag der Geschwindigkeit der anderen Punkte.

Mit den beiden obigen Sétzen lésst sich ein ebener Bewegungszustand also entweder durch den
Vektor der Translationsgeschwindigkeit oder durch das Momentanzentrum und die Rotations-
schnelligkeit charakterisieren. Die Translation lésst sich auch als Grenziibergang einer Rota-
tion mit unendlich weit entferntem Momentanzentrum auffassen.

Beispiel: Dreieckplatte

Uber die Bewegung einer starren gleichseitigen
Dreieckplatte ABC (Kantenldnge a) sei bekannt,
dass die Komponenten der Geschwindigkeiten in
den skizzierten Richtungen der Seiten des Dreiecks
jeweils u betragen.

Gesucht ist der momentane Bewegungszustand der
Platte.

Wir kennen die Komponenten (bzw. Projektionen)
der Geschwindigkeiten in den Eckpunkten in je-
weils zwei Seitenrichtungen. Damit ergeben sich
die skizzierten Geschwindigkeiten mit den Betra-
gen

vg = 2u.

Das Momentanzentrum M liegt auf den Senkrechten zu den Geschwindigkeiten in 4 und C. Die Rotationsschnel-
ligkeit ist

w:E:2L:2»\/§M'
,\/:—Sa 3a

Bemerkung: Polbahn

Bei ebenen Bewegungen konnen wir die Lage des Momentanzentrums im Laufe der Bewegung verfolgen. So er-
halten wir den geometrischen Ort des Momentanzentrums, der auch als Polbahn bezeichnet wird. Die Polbahn
hingt vom verwendeten Bezugssystem ab. Wiahlen wir ein festes System, so heisst sie feste Polbahn. Legen wir
uns aber ein mit dem sich bewegenden starren Korper verbundenes System zugrunde, so erhalten wir die bewegli-
che Polbahn. Die ebene Bewegung cines starren Korpers kann als das Abrollen der beweglichen auf der festen
Polbahn interpretiert werden.
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Beispiel: Gefiihrter Stab y
| Yep
Im auf Seite 11 besprochenen Beispiel des gefiihrten Stabes er- =
gibt sich fiir die momentane Rotationsschnelligkeit 4 oW polba
a
— Y4 _ V4
w = = =,
[cosa a Va
Beziiglich eines mit den ruhenden Flichen verbundenen Systems /
lesen wir die Beziehung
/
OM = AB =1 4

/

ab. Die feste Polbahn ist also ein Kreis um O mit Radius /. /
/

In einem mit dem Stab verbundenen System gilt hingegen

Ebene Bewegungen

Die bewegliche Polbahn ist deshalb ein Kreis um C mit Radius é .

Bei Systemen aus mehreren starren Korpern mochte man das Momentanzentrum und die Rota-
tionsgeschwindigkeit (oder die Translationsgeschwindigkeit) fiir jeden einzelnen Korper be-
stimmen. Damit ist der Bewegungszustand des Systems festgelegt. Dies ldsst sich erreichen,
indem der Satz der projizierten Geschwindigkeiten und der Satz vom Momentanzentrum auf
die einzelnen starren Korper angewendet wird. In den Gelenken ist die Geschwindigkeit der
angrenzenden Korper gleich. In Auflagern, Schiebern etc. ist die Richtung der Geschwindig-

keiten festgelegt.

Beispiel: System

Das skizzierte ebene System besteht aus den Stdben AE, BD der Lan-
ge 2/ und den Stiben DF, EF der Léange /. In A4, C, D, E, F befinden
sich Gelenke, in B ist der Stab BD aufgelegt (horizontal verschieb-
bar). Es sei die Rotationsschnelligkeit w in 4 vorgegeben.

Die Geschwindigkeit des Punktes F ist gesucht.

Das Problem kann auf verschiedene Arten geldst werden. Wir skiz-
zieren eine Moglichkeit:

Die Geschwindigkeiten v und v, ergeben sich sofort aus (1.11).
Das Momentanzentrum von BD liegt auf den Senkrechten zu den
Geschwindigkeiten in B und C, also in E. Die zugehorige Rotations-

schnelligkeit ist wegen (1.11) w. Damit erhalten wir v, .

Um jetzt noch v, zu bestimmen, wenden wir den SdpG (1.10) auf
die Stibe DF und EF an:

vpee, = v, = —wl,

veee, = v, = 2wl.
Damit wird also

ve = —wle,—2uwle,.

Das Vorgehen kann also in folgende Schritte strukturiert werden:

1. Identifikation, Markierung (und ev. Nummerierung) der starr bewegten Systemteile.
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2. Momentanzentrum der Systemteile mit dusseren Lagern bestimmen (Gelenk) oder einschrinken (Auflager).
3. Mit dem SvM oder dem SdpG die Geschwindigkeiten der Verbindungen zu weiteren Kérpern bestimmen.

4. Mit dem SvM oder dem SdpG die Bewegungszustinde der weiteren Korper bestimmen, sich durch das ganze
System arbeiten.

5. Falls nétig eine unbekannte Geschwindigkeit annehmen und mittels zweier Projektionen berechnen.

Kontrollfragen
1. Wie lautet der Satz vom Momentanzentrum?
2. Wie ist die Rotationsschnelligkeit definiert?

3. Wann ist eine ebene Bewegung eine Translation, wann eine Rotation?

Ubungen v

1. Der momentane Bewegungszustand einer quadratischen Platte mit Seitenlénge a
ist durch die vier Projektionen der Geschwindigkeiten auf die Seiten gegeben. I

Finde die Geschwindigkeiten der Eckpunkte! Welche Beziehung zwischen v, , v | v
. . L 2 4

v,, v3 und v, muss bestehen, damit der Satz der projizierten Geschwindigkeiten v |

erfiillt ist? Unter welcher Bedingung ist die Bewegung eine Translation? I

2. Vier Stibe der Liange 2a sind gemiss der Skizze mit
Gelenken zu einem ebenen Mechanismus verbun-
den. In 4 ist der Mechanismus gelenkig gelagert, in
C auf gleicher Hohe horizontal aufgelegt. In der mo-
mentanen Lage sind die Winkel zwischen allen di-
rekt verbundenen Stdben rechte. Die horizontale
Geschwindigkeit des Punktes C hat den Betrag v.

Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der beiden
Endpunkte F und H!

1.4 Riumliche Bewegungen

Lernziele

 Sie konnen sich unter der Kreiselung eines starren Korpers etwas vorstellen und kennen deren mathematische
Beschreibung.

* Sie konnen bei einer Kreiselung mit gegebener Rotationsgeschwindigkeit die Geschwindigkeiten beliebiger
Punkte formal berechnen und geometrisch beschreiben. Sie konnen den Vektor der Rotationsgeschwindigkeit
ihrer Kommilitonin anschaulich beschreiben (Richtung, Betrag), ebenso seinen Zusammenhang zur momenta-
nen Rotationsachse. Sie wissen, dass sich die Punkte des Korpers momentan auf Kreisbahnen um die momen-
tane Rotationsachse bewegen.

* Sie konnen sich die Zerlegung in Translationsbewegung und Kreiselung vorstellen. Sie kennen die entspre-
chende Formel und koénnen sie interpretieren und anwenden.

+ Sie kennen die charakteristischen zwei Vektoren zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers (Kine-
mate). Sie konnen die Kinemate bestimmen, wenn geniigend Geschwindigkeiten vorgegeben sind. Sie kdnnen
daraus die Geschwindigkeiten anderer Punkte berechnen.

» Sie konnen die Invarianten der Kinemate berechnen und daraus auf den Typ des Bewegungszustands schlie-
ssen.
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Wir wollen uns jetzt von der Beschriankung auf ebene Vi
Bewegungen 16sen und die Bewegung von starren
Korpern im Raum studieren. Dazu betrachten wir vor-
erst wieder eine spezielle Starrkdrperbewegung, ndm-
lich die Kreiselung. Sie ist dadurch charakterisiert,
dass ein Punkt des Korpers fixiert bleibt.

Wir studieren die kartesischen Einheitsvektoren e, ,
e,, e, bei einer Kreiselung um den Punkt O. Aus dem
SdpG (1.10) folgt, dass die Geschwindigkeiten v(e,),
a = x,Y,z der Pfeilspitzen jeweils senkrecht zur ent- v(e,)
sprechenden Koordinatenachse sein miissen. Wieder

aus dem SdpG, formuliert fiir die Verbindungen der drei Pfeilspitzen, ergeben sich die drei
skizzierten Geschwindigkeitskomponenten v;, i = 1, 2, 3, aus denen die Geschwindigkeiten
zusammengesetzt werden konnen.

Etwas willkiirlich fithren wir einen Vektor
w = (vla v2’ V3)

ein und erhalten fiir die Geschwindigkeiten der Endpunkte der Koordinateneinheitsvektoren
e, (@ = x,y, z) die Gleichungen

v(ie,) = wXe, fira = x,y,z. (1.13)

Damit konnen wir einfach den folgenden Satz beweisen (vergleiche mit Formel (1.12)!):

Satz:

Eine Kreiselung ist momentan eine Rotation. Die Geschwindigkeit v, eines beliebigen Punk-
tes P mit Ortsvektor r, berechnet sich zu

[r=o%7] (.14

Beweis:

Gemadss (1.13) gilt (1.14) fiir die Vektoren e, (@ = x,y, z). Es geht also noch darum, diese
Beziehung auf alle Vektoren zu verallgemeinern.

Strategie: Wir wollen in einem ersten Schritt 1) zeigen, dass Formel (1.14) eine Starrkorperbe-
wegung beschreibt. Im zweiten Schritt ii) zeigen wir, dass die wirklichen Geschwindigkeiten
minus die durch (1.14) beschriebenen (Summe und Differenz erfiillen auch den SdpG) den
Starrkdrperbewegungszustand der Ruhe beschreiben. Und im dritten Schritt iii) zeigen wir,
dass tatsdchlich eine Rotation vorliegt.

1)  Alle Geschwindigkeiten der Form

wXr

erfiillen den SdpG (1.10), da fiir beliebige P und Q

(wXrp) - (rp—rg) —(WXry) - (Fp—rg) = (WX (Fp—ry)) - (rp—ry) =0

gilt.
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i1)) Es seien nun v die wirklichen Geschwindigkeiten der Punkte r bei der Kreiselung. Als
Starrkorperbewegungen erfiillen sie ebenfalls den SdpG. Damit erfiillen auch die Ge-
schwindigkeiten

V-—wXF (1.15)
den SdpG und stellen eine Starrkoérperbewegung dar. Fiir
r=e, (@ =x,92)

verschwindet nun aber dank (1.13) der Vektor (1.15). Drei nicht kollineare Punkte sind
also bei einer Starrkorperbewegung in Ruhe. Wieder aus dem SdpG ergibt sich

v—owxr =20
fiir alle Punkte des Korpers, und damit ist (1.14) bewiesen.

ii1) Alle Punkte mit r||w sind nach (1.14) in Ruhe. Deshalb liegt momentan eine Rotation vor.
Damit ist auch die erste Behauptung des Satzes bewiesen. B

Die Gerade durch O in Richtung w heisst Momentanachse.

Aus Translation und Kreiselung kénnen wir die allgemeine Bewegung eines starren Korpers
zusammensetzen:

Die Geschwindigkeit eines korperfesten Bezugspunk- Vg
tes B sei vz. Den Ortsvektor rp, zu einem beliebigen
Punkt P des Korpers zerlegen wir jetzt geméss

rp = rgtrgp.

Durch Ableiten ergibt sich

Vp = Vg T+ Fpp.

Der Vektor r;, hat konstante Lénge und ist ein Ortsvektor in einem System mit Ursprung in B.
Seine Bewegung ist eine Kreiselung um B. Fiir seine Ableitung ergibt sich also

Fgp = WX Fgp.

Damit erhalten wir die wichtige Beziechung, oft Starrkérperformel genannt

|vp = vB+a)><er|. (1.16)

Die Geschwindigkeit irgendeines Punktes eines starren Korpers ist also bestimmt durch zwei
Vektoren: die Translationsgeschwindigkeit v, cines Punktes B und die Rotationsgeschwin-
digkeit w. Das Paar {v;, w} heisst Kinemate.

Bemerkung

Wir verwenden bewusst den Begriff «Rotationsgeschwindigkeit» und nicht «Winkelgeschwindigkeit», wenn wir
den Bewegungszustand eines starren Korpers charakterisieren: Im Gegensatz zur ebenen Bewegung kann bei ei-
ner rdumlichen Bewegung der Vektor der Rotationsgeschwindigkeit nicht mehr einfach als Ableitung von Win-
keln beschrieben werden. Die Mathematik von Rotationen ist komplizierter als diejenige von Translationen. Das
werden wir auch im Kapitel iiber Dynamik sehen.
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Bemerkung

Wenn die Gleichung (1.16) links und rechts skalar mit rz, multipliziert wird, folgt daraus sofort der SdpG. Dieser
ist also von der Starrkérperformel (1.16) linear abhingig.

Der momentane Bewegungszustand eines starren Korpers ist durch 6 skalare Grdssen be-
stimmt. Ein freier, starrer Kérper im Raum hat also 6 «Bewegungsmoglichkeiten». Dieser (lo-
kale) Freiheitsgrad deckt sich fiir einen ungebundenen starren Korper mit dem auf Seite 5
definierten (globalen) Freiheitsgrad, der Zahl der notwendigen Lagekoordinaten. Die folgende
Bemerkung zeigt aber, dass das nicht immer so sein muss. Deshalb wollen wir ab jetzt unter
Freiheitsgrad die Zahl der freien Geschwindigkeits- und Rotationsgeschwindigkeitskompo-
nenten verstehen, also den lokalen Freiheitsgrad.

Bemerkung

Fiir Systeme mit Bindungen kann der Begriff des Freiheitsgrads vertrackter sein: Es gibt auch sog. «nichtholono-
me» Bindungen, bei denen der lokale Freiheitsgrad kleiner als der globale ist. Ein Beispiel dafiir ist ein auf einer
Ebene gleitender (immer vertikal gestellter) Schlittschuh. Er kann durch Drehen (um die Vertikalachse) und Glei-
ten in Kufenrichtung irgendwo mit beliebigem Drehwinkel platziert werden, hat also globalen Freiheitsgrad 3
(z.B. zwei Koordinaten fiir den Mittelpunkt und eine flir den Drehwinkel). Seine Geschwindigkeit darf aber nur in
Kufenrichtung zeigen, hat also nur 2 freie Parameter (Schnelligkeit in Kufenrichtung, Rotationsschnelligkeit um
die Vertikalachse). Damit ist der lokale Freiheitsgrad 2 und kleiner als der globale. (Mathematisch: Eine nichtho-
lonome Bindungsgleichung ist kein vollstindiges Differential der Lagekoordinaten.)

Wie héngt die Kinemate {v,, '} beziiglich eines anderen
Punktes 4 mit derjenigen beziiglich B zusammen? Die
Translationsgeschwindigkeit haben wir mit (1.16) schon
berechnet:

Vv, = Vgt wXrp,.

Die Geschwindigkeit des Punktes P berechnet sich zu

Vp = v, Tt Xrp.
Zusammen mit (1.16) erhalten wir
WXFptwXrg,—wXrgp = 0.
Nun ist aber
Fgp = Fpa T 1yp.
Daraus ergibt sich
(W'-w)xr,p =10

und, weil P beliebig ist,

Somit haben wie den folgenden Satz bewiesen:

Satz:

Die Rotationsgeschwindigkeit ist vom Bezugssystem unabhéngig.
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Man sagt auch, die Rotationsgeschwindigkeit sei eine (vektorielle) Invariante der Kinemate.
Sofort stellt sich natiirlich die Frage nach weiteren Invarianten. Tatsdchlich ist nach (1.16)
auch noch

WV =W Vp.

Wir haben also eine vektorielle Invariante I, und eine skalare Invariante I, der Kinemate
{vs, w} eines starren Korpers gefunden:

Il = w, (117)
L =w-v;. (1.18)

Um die allgemeinen Bewegungszustinde von starren Korpern im Raum klassifizieren zu kon-
nen, miissen wir noch eine letzte spezielle Bewegung einfiihren, ndmlich die Schraubung. Sie
besteht aus der Uberlagerung einer Rotation mit einer Translation in Richtung der Rotations-
achse. Die Bewegung von Propellern oder Schrauben sind technische Beispiele von Schrau-
bungen.

Satz:

Eine starre Bewegung im Raum ist momentan entweder eine Translation, eine Rotation oder
ein Schraubung, und zwar

 eine Translation, falls w = 0 ist,
* ecine Rotation, falls w #0 und 7, = 0 ist,
+ eine Schraubung, falls 7, # 0 ist.

Beweis:
Die Kinemate des Kdrpers beziiglich eines Punktes B sei {v;, w}.
1) Falls w = 0 ist, so ergibt sich dank (1.16)
v, = v, furalle P.
Also liegt eine Translation vor.
i) Esseialso w#0.

Jetzt suchen wir einen Punkt 4 derart, dass entweder v, = 0 oder v,||w ist, d.h.
wxXv, = 0.
Unter Verwendung von (1.16) erhalten wir
0= wXvygtoX(WXrg) = wXvy+ (W rg)0—wrg,. (1.19)

Wenn wir einen Punkt 4 gefunden haben, der diese (vektorielle) Gleichung erfiillt, so wird
mit ihm jeder Punkt 4" auf der Geraden durch 4 in Richtung w die Gleichung erfiillen,
denn

Ve =V, tOXPy = vy,
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Wir konnen deshalb den speziellen Punkt 4 wihlen, A

. © 1w . w
fiir den auch noch w L rg, gilt. Damit lasst sich
(1.19) nach rj, auflosen, und wir erhalten w Vs
_ WXyg V4 B
r BA _2 .
w A Fpy

Falls nun v, = 0 ist, so liegt eine Rotation vor, an-

sonsten eine Schraubung. W
Die Achse durch 4 in Richtung w nennen wir Zentralachse.
Beispiel: Rechteckplatte
Bei der skizzierten Rechteckplatte sind die nicht verschwindenden w
Komponenten der Geschwindigkeiten in den Eckpunkten eingezeichnet. T W
Wie gross miissen u, v und w gewahlt werden, damit eine Starrkorperbe- ox
wegung vorliegt? Diskutiere die Bewegung! a
Esist

e,
= arctanc—Z
y b .
e e, b

Aus dem SdpG ergibt sich sofort

_ y
u=w, y
TJO P\]"

vcosy = w(cosy — siny) ® o

also, nach Multiplikation mit der Lange der Diagonalen,
vb = u(b-a).

Wir gehen nun von der in x-, y-, z-Koordinaten gegebenen Geschwindigkeit v, = (0, u, —u) aus und berechnen
mit (1.16) die Geschwindigkeit des Punktes P:

vp = vot+twx(a,0,0).
Mit w = (w,, w,, w,) ergeben sich zwei nichttriviale Gleichungen:
aw,tu = v,
—aw,—u = v.
Analog erhalten wir beim Punkt Q die Gleichungen
Vo = Vot wx(0,b,0),
—bw, = w,
bw,—u = 0.

Diese Gleichungen 16sen wir fiir w auf und erhalten

=z_u+v_y)=ﬂ( _@_)
w(b’a’b bl,l a,l.

Als Invarianten haben wir
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_2u?
L = =(a-b).

Falls w # 0 ist, so liegt also fiir @ # b eine Schraubung und fiir ¢ = b ein Rotation mit Momentanachse durch P

VOr.

Kontrollfragen

1. Was ist eine Kreiselung?

2. Ist eine Kreiselung momentan eine ebene Bewegung?

3. Ist eine Kreiselung momentan eine Rotation?

4. Ist jede starre Bewegung momentan eine Translation oder eine Rotation?

5. Was ist eine Schraubung?

6. Ist eine Schraubung eine ebene Bewegung?

7. Was ist die Kinemate?

8.  Wie viele skalare Komponenten hat eine Kinemate im Raum und wie viele fiir eine ebene Bewegung?

9. Wie kann die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes P aus der Kinemate berechnet werden?

10. Welche Grosse in der Kinemate ist vom Bezugspunkt abhéngig?

11. Welches sind die Invarianten der Kinemate?

12. Welche Invarianten verschwinden bei einer Translation?

13. Welche Invarianten verschwinden bei einer Rotation?

14. Welche Invarianten verschwinden bei einer Schraubung?

Ubungen

1. Der momentane Bewegungszustand eines starren Korpers sei durch v = w X r gegeben. Zeigen Sie, dass
dies wirklich eine starre Bewegung ist, d.h., dass der Satz der projizierten Geschwindigkeiten fiir zwei belie-
bige Punkte erfiillt ist!

2. Berechnen Sie die zeitlichen Anderungen der Einheitsvektoren e,, e,, e. der Zylinderkoordinaten, indem
Sie fiir das Dreibein eine Rotation mit w = ¢e, ansetzen.

3. Der momentane Bewegungszustand einer quadratischen Platte mit der Seitenldnge
a ist durch die Geschwindigkeiten der vier Eckpunkte gegeben. Diese stehen alle
auf der Ebene der Platte senkrecht.
Welche Beziehung muss zwischen v,, vz, vo und v, bestehen, damit ein starrer
Bewegungszustand vorliegt? Unter welcher Bedingung ist die Bewegung eine
Translation? Ist eine Schraubung moglich?

4. Der momentane Bewegungszustand einer Platte von der Form eines gleichseitigen Ve
Dreiecks mit der Seitenlédnge a ist durch die Geschwindigkeiten der Eckpunkte ge-
geben. Diese stehen alle senkrecht auf der Ebene der Platte. Bestimmen Sie die Ki- a a

nemate in 4 und diskutieren Sie die Bewegung!

V4 Vp
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5. Zwei Horizontalebenen bewegen sich translatorisch mit horizontalen Ge- v
schwindigkeiten vom Betrag v die einen Winkel y einschliessen. Eine Kugel,
deren Durchmesser mit dem Abstand der beiden Ebenen iibereinstimmt, rollt — \7_

auf beiden Ebenen ab. Bestimmen Sie den Bewegungszustand der Kugel un-
ter der Annahme, dass die Rotationsgeschwindigkeit horizontal sei. Fiir wel-
che 7y ist die Bewegung eine Translation (Rotation, Schraubung)?

1.5 Kraft und Moment

Lernziele

* Sie wissen, welche mathematischen Grossen zur Charakterisierung einer Kraft notig sind.

e Sie wissen, dass Krafte diskret oder verteilt auftreten bzw. modelliert werden kénnen.

* Sie kennen das Reaktionsprinzip als Grundprinzip der Mechanik.

* Sie konnen Systeme sinnvoll abgrenzen und wissen, weshalb das Freischneiden so wichtig ist.

* Sie konnen zwischen inneren und dusseren Kréften eines Systems unterscheiden.

* Sie konnen das Moment einer Kraft beziiglich eines Punktes formal (durch Kreuzprodukt) berechnen.

* Sie wissen, wie man Richtung und Betrag des Moments geometrisch bestimmt.

» Sie konnen sich unter dem Moment etwas vorstellen.

* Sie sind sich bewusst, dass das Moment bez. einer Achse eine praktische Rechen- oder Kontrollmdglichkeit
liefert, auf die Sie vielleicht spéter zurlickkommen mochten.

Die Kraft ist ein Grundbegriff der Mechanik. Sie entspricht einer Modellvorstellung und mani-
festiert sich durch ihre Wirkung (Deformation, Verdnderung des Bewegungszustandes etc.).
Physikalisch kennt man vier Grundkrifte (Gravitation, schwache, starke und elektromagneti-
sche Wechselwirkung), welche sich teilweise vereinheitlichen lassen. In der Mechanik ist es
sinnvoll, die Wirkung der Kombination von Elementarkriften integral zu betrachten und so
z.B. von Kontaktkréften, Kohdsionskraften oder Reibungskriften zu sprechen.

Mathematisch wird eine Kraft durch einen Vektor darge-
stellt, welcher am (materiellen) Angriffspunkt der Kraft
festgemacht ist. Die Gerade durch den Angriffspunkt in
Richtung des Kraftvektors heisst Wirkungslinie (in der
Skizze g).

Zwei (oder mehr) Krifte diirfen gemdss der Parallelo-
grammregel vektoriell addiert werden, sofern sie densel-
ben Angriffspunkt haben.

Die Einheit der Kraft ist das Newton.
IN = Im kg s2.

Beispiel: Kraft eines Leiters auf eine Probeladung

Gemaiss dem Coulombschen Gesetz ziehen sich zwei ungleichartig geladene Punktladungen O, und O, mit der
Kraft

o 110110 (1.20)

2
4rme
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Kraft und Moment

an. Dabei steht r fiir den Abstand zwischen den Ladungen und € = €€, fiir die Permittivitit oder Dielektrizitdits-
konstante des Mediums zwischen den Ladungen (¢, : elektrische Feldkonstante, €, : Permittivititszahl).

Wir betrachten einen halbkreisformigen, geladenen Leiter (Radius R, La-
dung pro Léangeneinheit ¢, ) und eine ungleich mit O, geladene Probela-
dung in O. Geméss dem Coulombschen Gesetz (1.20) ist die durch den
Leiter auf die Probeladung ausgeiibte Kraft pro Langeneinheit des Leiters

f= 4_1_|CI1||2Q2|
nE R

Wir suchen die gesamte, vom Leiter auf die Ladung ausgeiibte Einzelkraft.

Yy
qi d
R %
i
0, ‘P/N\
0O X

Von einem Bogenelement dy aus wirkt eine radiale Kraft vom Betrag dF' = fRdy (Kraft pro Langeneinheit mal
Lange des Elements). Alle Kraftelemente greifen an der Probeladung an, also im gleichen Punkt. Deshalb konnen

wir sie vektoriell addieren.

In Komponenten zerlegt, erhalten wir die folgenden Kraftelemente:
dF,. = fRcospdyp,
dF, = fRsingde .

Die Summation der infinitesimalen Kraftbeitrage liefert:

F,. = Jchosgodt,o,
0

F, = IOfR singpdy .

Damit ist die auf die Probeladung ausgeiibte Kraft
F = (0,2/R,0).

Einzelkréfte sind meist Idealisierungen. Genau betrachtet liegen oft, wie im obigen Beispiel,

(Linien-, Flachen-, Raum-) Kraftdichten vor.

Im Beispiel iibt auch die Probeladung auf den Halbkreis eine Kraft
aus, und zwar in umgekehrter Richtung. Dies ist eine allgemeine Ei-
genschaft von Kriften, die sich nur aus der Beobachtung der Natur
und nicht aus unseren bisherigen Uberlegungen ableiten lisst. Sie ist
eines der wenigen Prinzipien, die wir unserer Mechanik zu Grunde
legen. Die urspriingliche Formulierung fiir Massenpunkte stammt

von Newton (1642-1727).

Reaktionsprinzip:

Wirkungslinie.

Ubt ein materieller Punkt P, auf einen anderen materiellen Punkt P, die Kraft F (in P,) aus
(Actio), so libt P, auf P, eine Kraft —F (in P, ) aus (Reactio). Beide Krifte haben dieselbe
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Bei Kontaktkriften greifen Actio und Reactio im
gleichen geometrischen Punkt, dem Beriihrungspunkt
an (aber an verschiedenen Korpern, an verschiedenen
materiellen Punkten). Bei Fernkriiften liegen die bei-
den Krifte auf der Verbindungsgeraden der beiden
betrachteten Punkte.

G

F 4B

E

Man spricht von dusseren Krdiften, wenn die Reactio
ausserhalb des betrachteten Systems angreift und von
inneren Kriften, wenn sie innerhalb des Systems an- A
greift.

Wegen des Reaktionsprinzips heben sich die inneren Kontaktkréfte auf.

& Daraus ergibt sich eine wichtige Konsequenz: Man muss sich immer zuerst klar machen,
welches System man untersuchen will. In die Rechnung gehen dann genau die Krifte ein,
welche am gewihlten System angreifen. Dieser Arbeitsschritt heisst Freischneiden.

Beispiel: Verschiedene Systemabgrenzungen G

Wenn wir den Klotz allein betrachten, so sind G, P, N und F die 4u- N
sseren Kréfte am System.

~

Wir kénnen aber auch Klotz und Brett zusammen freischneiden.
Dann sind G, P, A und B die dusseren Krifte, wihrend sich die in-

neren Kréifte N und F zu null addieren und aus den Rechnungen A
herausfallen.

43
In diesen Zeichnungen haben wir die Kréfte nicht als L ¢ d |

Vektoren (fett) beschriftet sondern mit ihrem Betrag.

Damit meinen wir Krifte, die in die gezeichnete Richtung zeigen und den gegebenen Betrag
haben. Falls die Rechnung einen negativen Betrag ergibt, so zeigt die Kraft in die umgekehrte
Richtung. Je nach Situation wird die Spitze oder das Ende des Vektors im Angriffspunkt ge-
zeichnet.

Bei Krdften mit unterschiedlichen Angriffspunkten erhilt man

durch die vektorielle Addition nur einen Teil der Information. A B
Schon im Altertum war das Hebelgesetz bekannt: | *
Eine Balkenwaage, die in den Abstéinden a und b links und rechts 74>77

der Auflage von den senkrechten Kréften 4 und B belastet ist, ist a * b

genau dann in Ruhe, wenn
aAd = bB
gilt.
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Entscheidend ist also neben dem Kraftvektor auch eine Grosse, die sich im einfachsten Fall aus
dem Produkt einer Kraft mit einer Lidnge berechnen ldsst. Dies fiihrt auf die Definition des Mo-
ments M, einer Kraft F (mit Angriffspunkt P) beziiglich O (wobei r = OP ist):

[, = r>7) 121

& Achtung: Das Moment ist vom Bezugspunkt abhdingig!

Die Einheit des Moments ist das Newton-Meter
INm = 1m? kg s2.

Die Richtung des Momentes ist senkrecht zum Kraftvektor F
und zum Ortsvektor r, die Orientierung wird durch die Korken-
zieher- oder Rechte-Hand-Regel gegeben.

Fiir den Betrag erhalten wir
M, = rFsiny = dF. (1.22)

Hier bezeichnet d den kiirzesten Abstand der Wirkungslinie der Kraft vom Bezugspunkt O.
Diese Lange nennt man Hebelarm (in der Physikliteratur manchmal auch Kraftarm).

Aus (1.22) wird sofort klar, dass sich das Moment nicht &ndert, wenn die Kraft l&ngs ihrer Wir-
kungslinie verschoben wird.

Falls man sich in die Ebene von Kraft und Ortsvektor begibt, so
ist das Moment senkrecht zur Ebene gerichtet und hat die (z-) Y
Komponente .
MO = idF . /d F
In der Zeichnung kann es durch seinen Drehsinn skizziert wer- °r
den. o) ’ X
z
Beispiel: Kriifte am Wiirfel z
Am skizzierten Wiirfel greifen die Krifte 4 (Angriffspunkt P, Betrag A) und B
(Angriffspunkt O, Betrag B) an: a B 0
A4 o A A
a=(-4o2), d
'\/E ﬁ a dB 4 ®
B = (05 7Ba O) s 0 y
ry = (a7 a, O) s X a P

r; = (a,a,a).

Die Momente dieser Krifte beziiglich O berechnen sich damit folgendermassen:

aA
My(A) = ry;xA4 = 7—5(1,*1, 1),

My(B) = ryxB = aB(1,0,-1).
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Aus obigen Formeln lassen sich die Betridge der Momente berechnen. Alternativ dazu kdnnen wir aber auch For-
mel (1.22) beniitzen. Fiir die kleinsten Abstdnde d, und dj; zwischen den Wirkungslinien von 4 bzw. B und O

gilt
-}
= [2a,
2

d, = |PO|sin Z(PO, A) = ’POX&‘ - ‘(—a, —a,O)x(——l—, 0,

g E)‘ i ‘(‘% 5B

dy = ﬁa .
(Siehe Details in Beispiel: Abstand Punkt-Gerade auf Seite 115.)

Damit erhalten wir

|M0(A)| = My(Ad) = ﬁaA,

IMo(B)| = My(B) = J2aB.

Fiir die Momentberechnung von Kriften im Raum ist das Moment
M, beziiglich einer Achse g (auch: «Moment um die Achse g») oft
ein niitzliches Hilfmittel. Es bezeichnet die Projektion des Moments
einer Kraft F auf die gerichtete Gerade g durch den Bezugspunkt O.

Das Moment beziiglich einer Achse ist die Verallgemeinerung der F
Komponente des Moments (beziiglich einer Koordinatenachse).
Wenn man die Richtung der Geraden g durch den Einheitsvektor e, P
festlegt, so interessiert nur noch die skalare Grosse

M, =e, -M,. (1.23)

Insbesondere ist das Moment beziiglich einer Koordinatenachse gerade gleich der entsprechen-
den Komponente des Moments, z.B.

M, =e-M,. (1.24)
Fiir alle Punkte O' auf der Achse g gilt
(OPxF)-e, = (O0'XF)-e,+(OPxF)-e, = (OPXF)-e,.

Also kénnen wir zur Berechnung des Moments beziiglich der
Achse den Bezugspunkt beliebig auf der Achse wéhlen. Wir
nutzen diese Freiheit und wihlen ihn so, dass O' in der Ebene
E | liegt, welche senkrecht auf g steht und den Angriffpunkt P
der Kraft enthdlt. Nun zerlegen wir die Kraft F in ihre Projek-
tion F, in die Ebene und die Projektion F, auf g. Damit ver-
einfacht sich die Berechnung des Moments bez. g noch weiter:

g'MO = eg‘MOv
=e, - (OPX(F +F,)
=¢,-(OPXF)).

M, = e

g

Wenn wir den Abstand zwischen der Wirkungslinie von F, und O' mit d bezeichnen, so ha-
ben wir also

M, = +dF, . (1.25)
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Das Vorzeichen ergibt sich aus der Korkenzieherregel. Den Hebelarm d konnen wir in der ge-
zeichneten Ebene E, ablesen. Er ist gleichzeitig auch der (kleinste) Abstand zwischen der
Wirkungslinie von F und der Geraden g.

& Wir finden also das Moment beziiglich einer Achse, indem wir die Kraft auf die Ebene
senkrecht zur Achse projizieren, den Betrag der Projektion mit ihrem Abstand von der
Achse multiplizieren und das richtige Vorzeichen aus der Korkenzieherregel ablesen.

Beispiel: Ablesen einer Momentkomponente

Nun wihlen wir als spezielle Geraden g die Koordinatenachsen. So erhalten
wir eine alternative Methode der Momentberechnung, die als Kontrolle von
Handrechnungen und fiir das anschauliche Versténdnis niitzlich ist.

Es greife z.B. im Punkt mit Koordinaten (r,, r,, 7,) eine Kraft mit Kompo- Mo,
nenten (F,, F,, F,) an. Wir suchen die x-Komponente ihres Moments bez. r
des Ursprungs O. @

Dazu projizieren wir die Kraft auf die Ebene senkrecht zu x, also auf die X
rechts gezeichnete y-z-Ebene. Gemaiss (1.24) ist M,,, gleich dem Moment
beziiglich der Geraden x. Geméss (1.25) muss also der Hebelarm d mit dem
Betrag der projizierten Kraft |(F,, F.)| multipliziert werden. Formell ist also im gezeichneten Fall

My, = dJF,+F:, (1.26)

mit positivem Vorzeichen, entsprechend dem Drehsinn gegen den Urzeigersinn. (Bei gleich gerichteter Kraft wire
das Vorzeichen des Moments negativ, falls die Wirkungslinie «auf der anderen Seite von Oy liegen wiirde.)

Vielleicht soll, statt mit d und dem Betrag der projizierten Kraft, mit den

Komponenten der Vektoren gearbeitet werden. Das erreichen wir, indem z F,
wir £, und F, als einzelne Krifte betrachten. Die Wirkungslinie der Ein-
zelkraft F, hat Abstand r, von O und liefert also gemdss (1.26) einen An- L
teil »,F, zum Moment. Analog ist der Anteil von F, zum Moment —r.F, ry F y
hier mit negativem Vorzeichen wegen des Drehsinns in Urzeigerrichtung. Mo, |
DG
1

Mo, = rF,—r.F,.

Gesamthaft ist also r
0
1O

Das ist, nicht sehr iiberraschend, die x-Komponente der Kreuzprodukts
(1.21). Unsere Uberlegungen sind also konsistent.

So oder mit (1.26) kdnnen wir auch die anderen Komponenten des Moments aus je einer Skizze der entsprechen-
den Projektion ablesen. Fiir einfache Geometrien geht das oft im Kopf. Bei komplizierteren Situationen fiihrt al-
lerdings nichts daran vorbei, Ortsvektor und Kraftvektor sauber in Komponenten zu zerlegen und das
Kreuzprodukt auszurechnen.

Beispiel: Krifte am Wiirfel

In unserem Beispiel kdnnen wir die Momente der Krifte 4 und B direkt aus der
Zeichnung ablesen, indem wir im Kopf (oder auf dem Papier) die obigen Pro-
jektionen zeichnen:

A
My(A) = (1,1, 1),
2 “1 0 7

M,(B) = aB(1,0,-1).
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Kontrollfragen

1. Wodurch wird eine Kraft mathematisch dargestellt?

Was ist bei einer Kraft ausser ihrem Betrag und ihrer Richtung wesentlich?
Wie ist die Wirkungslinie einer Kraft definiert?

Was sind Kraftdichten?

Wie lautet das Reaktionsprinzip?

Haben Actio und Reactio immer denselben Angriffspunkt?

Was sind innere und dussere Kréfte an einem Koérper?

Wie ist der Momentvektor definiert?

o ©® =N kD

Ist der Momentvektor vom Bezugspunkt abhingig?

_.
e

Welches ist der geometrische Ort aller Bezugspunkte, fiir die das Moment einer Kraft verschwindet?

—_
—_

. Wie berechnet sich das Moment analytisch?

—_
N

. Wie bestimmt man das Moment geometrisch?

—_
w

. Was ist der Hebelarm?

—_
n

. Welche Richtung hat der Momentvektor?

—_
(9,

. Welches sind die Einheiten von Kraft und Moment?

Ubungen

1. Bestimmen Sie die Momente der drei am skizzierten Wiirfel der Kanten-
lange a eingezeichneten Kréfte beziiglich des Ursprungs O!

Bestimmen Sie den Momentvektor der am skizzierten Wiirfel einge-
zeichneten Kraft F', beziiglich der drei Punkte 4, B und C!

2. Bestimmen Sie die Momente der drei skizzierten Kréfte 4 (in R), B (in
0), und C (in P) beziiglich jedes Eckpunkts (P, Q und R) der skizzierten
dreieckigen Platte POR!

1.6 Leistung

Lernziele

» Sie konnen die Leistung einer Kraft bei gegebenem Bewegungszustand berechnen.
 Sie kennen Beispicele von leistungsfreien Kréften.

Wir haben bisher Bewegungen (dargestellt durch Geschwindig-
keiten) und Kréfte kennengelernt. Der nichste Begriff verkniipft
diese beiden Grossen: Fiir eine Kraft F mit Angriffspunkt Q ist
die Leistung P definiert durch
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P =F-v,| (1.27)

Die Einheit der Leistung ist das Watt:

IW=1Js!'=INms'=1m"kgs?.

Beispiel: Rollende Kugel

Eine Kugel rollt iiber einen Hiigel. Wir betrachten die Ge-
wichtskraft G und berechnen deren Leistung:

P = —Gvsina.

Sie ist also nur von der vertikalen Komponente der Geschwin-
digkeit abhingig. Fiir horizontale Bewegungen ist die Ge-
wichtskraft leistungslos.

Eine Kraft mit $ = 0 heisst leistungslos. Sie steht immer senkrecht auf der Geschwindig-
keitsrichtung.

Beispiel: Lorentz-Kraft

Die Kraft eines Magnetfeldes B auf eine sich mit der Geschwindigkeit v bewegende La-
dung g gehorcht dem Lorentzschen Krafigesetz

F, = qvxB.

Sie ist also senkrecht zur Geschwindigkeit und damit immer leistungslos.

Beispiel: Reine Rotation

Ein Kérper rotiere mit w um eine Achse durch O. In P greift die Kraft F F
an. Die Geschwindigkeit von P (r = OP) ergibt sich zu M
0

Vp = WXF.
Damit wird die Leistung von F

P=v,-F=(wxr)-F=rxXF)-vw =M, w.

Fiir eine reine Rotation lasst sich die Leistung also sehr einfach aus dem Moment berechnen:

P=M, w. (1.28)

Die Gesamtleistung von mehreren Kriften definieren wir als die Summe der Leistungen der
einzelnen Krifte:

P =3P, (1.29)

i
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Beispiel: Krifte am Wiirfel z
Die Kinemate eines Wiirfels beziiglich O ist gegeben durch die kartesischen
K t a

omponenten B

{VO,(,()} = {(V, O’O)a (O,(/.),O)} A
w

Gesucht ist die Gesamtleistung der skizzierten Kréfte 4 und B (vom Betrag 4 al v
und B), d.h. die Summe ihrer Leistungen. (0] y

Diese Aufgabe kann verschieden angepackt werden:

Entweder berechnen wir zuerst die Geschwindigkeiten der Angriffspunkte der
Kréfte und beniitzen direkt die Definition (1.27), oder wir berechnen zuerst den
Anteil der Translation und dann mit (1.28) denjenigen der Rotation.

a) Mit den einzelnen Geschwindigkeiten erhalten wir

Vy = (V, Oa —(I.)a),

vy = (vt wa,0,-wa),
A A

A = (__509 —)7
22
B = (097370)3

P=v, A+vy-B = _vd wad _ f(v+wa)i.

N2 2 2

b) Fiir die zweite Berechnungsvariante moge #, die Leistung der Translation und #, diejenige der Rotation be-

zeichnen.

P, = Y4,

J2

Die Momente haben wir schon im Beispiel auf Seite 26 berechnet. Die Leistung der Rotation ergibt sich also
zu

Pr = Mo(d) - 0+ Mo(B) - 0 = -2

i

was auf dasselbe Resultat wie oben fiihrt.

Kontrollfragen

1. Wie ist die Leistung definiert?

2. Wie muss die Geschwindigkeit gerichtet sein, damit bei gegebener Schnelligkeit die Leistung einer Kraft ¥
maximal bzw. minimal wird?

3. Wann ist die Leistung einer Kraft null?

4. Wie gross ist die Leistung einer Kraft mit Moment M, bei einer Rotation um O?

5. Welches ist die Einheit der Leistung?
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Ubungen

1. Eine Kriftegruppe {F,, F,, F;} besteht aus drei Kréaften mit den skiz-
zierten Richtungen und Komponenten F,, F,, F;. Bestimmen Sie die
Leistung der Kriftegruppe im Falle

a) einer Translation mit Schnelligkeit v in x-Richtung,

b) einer Rotation mit Rotationsschnelligkeit w um die z-Achse.

2. Zeigen Sie, dass bei der Rotation eines Korpers die Leistung einer Kraft
F genau dann verschwindet, wenn die Rotationsachse die Wirkungslinie
der Kraft schneidet oder parallel zu ihr ist!

3. Zeige, dass das Moment einer Kraft F beziiglich einer Achse g genau dann verschwindet, wenn die Wir-
kungslinie von F mit g in einer Ebene liegt!
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Kapitel 2: Statik

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Systemen, an denen mehrere Kréfte, sogenannte
Kriftegruppen, angreifen. Unser Hauptinteresse werden starre Korper und aus mehreren star-
ren Korpern zusammengesetzte Systeme sein; viele Resultate sind aber auch fiir allgemeinere
deformierbare Korper niitzlich.

In der Statik untersuchen wir, wann ein System in Ruhe sein kann. Die entsprechenden Bedin-
gungen werden uns zum Beispiel erlauben, Bindungskrifte an ruhenden Systemen zu berech-
nen. Das ist eine wichtige Grundlage fiir die Wahl von geeigneten Formen, Grossen und
Materialien in technischen Systemen — die Dimensionierung.

2.1 Aquivalenz und Reduktion von Kriftegruppen

Lernziele

* Sie wissen, was eine Kréftegruppe charakterisiert und kénnen Beispiele von Kréftegruppen angeben.

* Sie konnen die Resultierende und das resultierende Moment einer Kriftegruppe berechnen.

* Sie konnen die Gesamtleistung einer Kriaftegruppe an einem starren Korper auf zwei Arten berechnen.

+ Sie kennen zwei Charakterisierungen fiir die statische Aquivalenz von Kriftegruppen.

» Sie kennen die Eigenschaften eines Kriftepaars und kdnnen sich darunter etwas vorstellen.

* Sie konnen die charakteristische Grosse von statisch dquivalenten Kriftegruppen (Dyname) berechnen. Sie
konnen deren Invarianten bestimmen und daraus auf die einfachste statisch dquivalente Kriftegruppe schlie-
ssen.

* Sie kénnen bei gegebener Dyname eine statisch dquivalente Kréftegruppe aus Einzelkraft und Kréiftepaar an-
geben und sich vorstellen.

* Sie konnen die Dyname in andere Bezugspunkte umrechnen.

Unterschiedliche Kriftegruppen an einem starren Korper kdnnen dieselbe Wirkung haben, z.B.
ihn in Ruhe belassen. Solche Kriftegruppen heissen dquivalent. Es stellt sich also die Frage
nach der einfachsten dquivalenten Kriftegruppe — wobei noch zu prézisieren sein wird, was
man unter einfach verstehen soll. Die Reduktion von Kriftegruppen wird diese Frage beant-
worten.

Unter einer Krdftegruppe versteht man mehrere an
einem System angreifende Krifte, z.B. F,, F,, ...,
Fy. Symbolisch schreibt man

{F,F,, .. Fy} =1{F}.

Zu jeder Kraft F; gehort immer auch ihr Angriffs-
punkt P;, dargestellt durch den Ortsvektor r;. Diese
Punkte bzw. Vektoren werden zwar in der symboli-
schen Schreibweise einfachheitshalber unterdriickt,
miissen aber dazugedacht werden.
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Es wird sich bald weisen, dass die folgenden Grdssen eine wichtige Rolle spielen:

Die Resultierende R einer Kriftegruppe ist die vektorielle Summe aller Kréfte:

R=YF,. 2.1)

Das resultierende Moment einer Kriftegruppe beziiglich O ist die Summe der einzelnen Mo-
mente der Krifte beziiglich O:

N
M, = S'r,xF,. 2.2)
i=1

Die Gesamtleistung P einer Kriftegruppe ist die Summe der Leistungen der Einzelkriéfte (vgl.
(1.29)):

N N

P =3P =>F-v. (2.3)

i=1

Fiir eine Starrkorperbewegung mit Kinemate {v;, w} berech-
nen wir die Geschwindigkeiten v; der Angriffspunkte der
Krifte zu

vV, = Vgt wXrpp .

Damit erhalten wir fiir die Gesamtleistung:

P = ZFi'Vi = (ZFJ 'VB+Z(F1"((UXVBP,)) = (ZFJ 'VB+0)'Z(VBP,XF1)

i=1

Daraus erhalten wir sofort folgende wichtige Formel fiir die Leistung einer Kréftegruppe bei
einer Starrkorperbewegung:

sz'vB+MB'w. (2.4)

Beachten Sie, dass nur die Kinemate, die Resultierende und das resultierende Moment in die
Formel (2.4) eingehen!

Ausgehend von der Leistung definieren wir nun die statische Aquivalenz ({F,} < {G;}) von
zwei Kriftegruppen { F;}, { G;} dadurch, dass ihre Gesamtleistungen bei beliebigen Starrkor-
perbewegungen gleich sein sollen:

PHF.}) = P{G;}), V Starrkdrperbewegungen . (2.5)

Die Motivation fiir diese Definition kommt aus einer energetischen Betrachtungsweise, die
sich in der Physik oft bewédhrt hat: Die beiden Kréftegruppen sollen im betrachteten Augen-
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blick energetisch (Leistung mal Zeit) gleichwertig sein. Der auf das Beispiel folgende Satz
wird einen Bezug zu unseren Definitionen (2.2) und (2.3) herstellen.

Beispiel: Statisch liquivalente und nicht diquivalente Kriftegruppen

Die statische Aquivalenz der Kriftegruppen im

linken Bild (|F,| = |F, = |R|/2) kann durch R R

Berechnung der Leistung verschiedener Bewe-

gungszustinde vermutet (und auch bewiesen) F, * * F, F, * /F 5
werden. Bei den  Gruppen  rechts

(|Fy| = |F3|/ﬁ = |R|/2) zeigt eine Transla- [ | | |
tion in horizontaler Richtung sofort, dass keine

Aquivalenz vorliegen kann. {F,F,} ©{R} {F,, Fs}% {R}

Satz:

Zwei Kriéftegruppen sind genau dann statisch dquivalent, wenn ihre Resultierenden und ihre
resultierenden Momente (beziiglich eines beliebigen Punktes P) gleich sind.

Beweis:

Wir bezeichnen die Kriftegruppen mit {F;} und {G,}, ihre Resultierenden mit R({F;}) und
R({G;}) sowie ihre Momente beziiglich eines beliebigen Punktes P mit Mp({F;}) und
M,({G;}). Aus (2.4) und (2.5) erhalten wir die folgenden, logisch gleichwertigen Aussagen:

{Fi} {6}
< PHF;}) = P{G;}), V Starrkdérperbewegungen
< R{F}) vt M,({F;})-w = R{G;}) v t M,({G}}) - 0, V{vp, 0}
© (RUF})-REG}) vet (Mp({F,})-M({G})) @ = 0, V{vp, w}

Die letzte Gleichung gilt fiir alle v, und w. Durch Wahl von Geschwindigkeiten und Rotati-
onsgeschwindigkeiten, bei denen jeweils nur eine Komponente nicht verschwindet, folgern
wir, dass die Resultierende und das resultierende Moment gleich sein miissen. Der Schluss in
umgekehrter Richtung ist sofort klar. Also gilt:

(PHF}) =PHG 1)), V{ve w})
< (R{Fi}) = RHG;})) A(Mp({F;}) = Mp({G;}))) . B

Satz:

Zwei Krifte sind genau dann statisch dquivalent, wenn sie vektoriell gleich sind und ihre Wir-
kungslinien {ibereinstimmen.

_35_



Technische Mechanik Aquivalenz und Reduktion von Krdftegruppen

Beweis:

1)  «—»: Wir nehmen an, dass die zwei Krifte statisch
dquivalent seien. Aus obigem Satz folgt, dass die
Resultierenden und die Momente gleich sein miis-
sen. Aus der Gleichheit der Resultierenden ergibt
sich sofort die vektorielle Gleichheit der Krifte. Das
Moment einer Kraft beziiglich eines Punktes auf ih-
rer Wirkungslinie verschwindet. Also muss auch die
andere Kraft diese Wirkungslinie haben (oder ver-
schwinden).

il)) «e»: Die Umkehrung folgt sofort, z.B. mit (1.22). B

Im Rahmen der statischen Aquivalenz, d.h., wie wir sehen werden, am starren Kérper, ist eine
Kraft also ein linienfliichtiger Vektor und darf ldngs ihrer Wirkungslinie verschoben werden.

Fiir deformierbare Kérper gilt dies aber nicht: F

Die obere Kraft wird den nebenstehenden (gewichtslo-
sen) Mechanismus bewegen, wihrend die dazu statisch N /
AN

dquivalente untere Kraft keine Wirkung auf den Mecha-

nismus hat. % %
F

Speziell einfach sind Kriftegruppen, welche die folgende Definition erfiillen: Eine Krifte-
gruppe { F;} heisst statisch dquivalent null, falls ihre Resultierende R und ihr resultierendes
Moment M, beziiglich O verschwinden:

R({F;}) =0,

My({F}) = 0.

Man spricht in diesem Fall auch von einem Nullsystem oder von einem System im Gleichge-
wicht. Symbolisch schreibt man {F;} < 0.

Beispiel: Nullsystem

F, =~ 0, 0), My, = (0, —aPR0),
F,=(0, -P,0), My, = (aF, 0, 0),
F;=(F 0, 0), My; = (0, aP, —aP),
F,=(©, 0, -P), M,, = (—aP,aP, 0),
F;=(0, P P), Mys = (0, —aP,aP),
R= (0, 0, 0); My,= (0, 0, 0).
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Beispiel: Kriftegruppe mit Wirkungslinie durch denselben Punkt

Falls die Wirkungslinien aller Kréfte durch einen Punkt (hier O) gehen,
spricht man auch von einer zentralen Kriftegruppe. Beziiglich dieses
Punktes verschwindet das resultierende Moment:

N
R=YF,
i=1

M0=0.

Die zentrale Kréftegruppe ist also genau dann ein Nullsystem, wenn die
Resultierende null ist.

Die an einem Massenpunkt (siche Abschnitt 3.3) angreifenden Krifte bilden eine zentrale Kréftegruppe.

Eine andere speziell ausgezeichnete Kréftegruppe ist das
Kriftepaar. Es besteht aus zwei Kriften gleichen Be-
trags, die (auf verschiedenen Wirkungslinien) entgegen-
gesetzte Richtung haben:

R=0,
M, =rxF.

Der Betrag des Moments berechnet sich mit (1.22) ein-
fach aus dem Abstand der Wirkungslinien:

M, = dF.

Das Moment ist hier unabhidngig vom Bezugspunkt:
M, =-rxF+rnxF=rxF=M,=M.

Weil bei einem Kriftepaar das Moment M vom Bezugspunkt unabhéngig ist, kann man in die-
sem Fall den Index weglassen.

@ Das Moment einer Einzelkraft ist vom Bezugspunkt abhdngig. Auch das resultierende Mo-
ment einer Kriftegruppe ist im Allgemeinen vom Bezugspunkt abhdngig. Deshalb muss
dieser in der Notation erkennbar sein. Die einzige Ausnahme ist die sehr spezielle Krifte-
gruppe eines Krdftepaars.

Ein gegebener Momentvektor M ldsst sich durch unendliche viele verschiedene Kréftepaare
realisieren: Es miissen nur die beiden Kraftvektoren in einer Ebene senkrecht zu M liegen und
die Formel M = dF gelten.

Kriftepaare werden manchmal salopp auch als Momente oder freie Momente bezeichnet. Man
muss aber klar auseinanderhalten zwischen dem Moment einer Kraft (oder einer Kriftegruppe)
und der speziellen Krdftegruppe « Momenty (= Kriftepaar).

& Falls Krdftepaare zu einer Krdftegruppe gehoren, so liefern sie einen Beitrag zum resultie-
renden Moment (2.2), nicht aber zur Resultierenden (2.1).
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Wir haben gesehen, dass im Rahmen der statischen Aquivalenz von Krif- R
tegruppen nur die Resultierende und das resultierende Moment eine Rolle M,

spielen. Also charakterisieren diese beiden Vektoren die Kréftegruppe. Das

Paar {R, M} heisst die Dyname der Kriftegruppe (beziiglich des Punk- 19

tes O). Man kann sich die Dyname auch realisiert denken durch eine in O

angreifende Einzelkraft R und ein Kréiftepaar M. Die Berechnung der Dyname einer Kréfte-
gruppe nennt man auch Reduktion der Kréftegruppe.

& Der Begriff und die Berechnung der Dyname einer Kriftegruppe hdngt nicht davon ab, an
welchem physikalischen Objekt die Krdfte angreifen. Es kann sich um einen starren Kor-
per oder um ein beliebiges deformierbares System handeln. Auch fiir ein kompliziertes
System erhalten wir in der Statik und der Dynamik mit Hilfe der Dyname niitzliche Glei-
chungen. Diese beschreiben Teilaspekte (z.B. der Bewegung), erfassen aber nicht alles.

Nun dringt sich natiirlich sofort die Frage auf, wie sich die Dy-
name bei einem Wechsel des Bezugspunktes transformiert. Die Re-
sultierende

N
R=YF

i=1
ist unabhéngig vom Bezugspunkt.
Das Moment beziiglich O berechnet sich folgendermassen aus demjenigen beziiglich P:
N N
M, = Zr,-xFl- = Z(rOPJrr',.) XF, = roppxR+M,.
i=1 i=1

Daraus ergibt sich die wichtige Transformationsregel:

M. = M,+r.oxR]|. (2.6)

Beachten Sie die Analogie zur Formel (1.16) aus der Kinematik:
Vp = Vot WXFpp = Vo T FpoXW.

Die Geschwindigkeit entspricht dem Moment, die Rotationsgeschwindigkeit der Resultieren-
den. Man kann sich die Formeln leicht merken, wenn man vom richtigen Punkt ausgeht:

Um die Geschwindigkeit des Punktes P zu berechnen, «setzt» man
sich in den Punkt O, nimmt die Geschwindigkeit von O und addiert
dazu den Anteil w X r,p der Rotation.

Fiir die Berechnung des Moments M, beziiglich P denkt man sich
besser in den Punkt P, nimmt das Moment beziiglich O und addiert
«das Moment der Resultierenden in O» beziiglich P (ry, X R).

Wie in der Kinematik konnen wir auch hier nach den Invarianten der Dyname fragen. Offen-
sichtlich ist die Resultierende selbst eine Invariante. Aus der Analogie zur Kinematik vermu-
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ten wir, dass auch das Skalarprodukt aus der Resultierenden und dem Moment invariant sein
konnte, was auch sofort durch die Formel (2.6) bestitigt wird. Wir haben also wieder eine vek-
torielle und eine skalare Invariante:

Il =R9

L=R-M,.

Der allgemeinste Fall einer Dyname im Raum ist eine Schraube, bei der die Resultierende und
das Moment parallel sind. Natiirlich gilt dies nur fiir eine spezielle Achse, die Schraubenachse
oder Zentralachse, die man i.A. zuerst finden muss. Der Name Schraube liefert auch gleich
ein anschauliches Beispiel fiir die Dyname und die Schraubenachse.

Mit den Invarianten konnen wir auch Dynamen klassifizieren:

Satz:

Eine Kriftegruppe ist statisch dquivalent zu

 einem Nullsystem, falls R = 0 und M, = 0 sind,

» einem Moment (Kriftepaar), falls R = 0 und M, # 0 sind,

* einer Einzelkraft, falls R # 0 und 7, = 0 sind,
 einer Schraube, falls I, # 0 ist.

Beweis:

Genau gleich wie bei der Kinemate, siche Seite 20. B

Beispiel: Ebene Kriiftegruppe

Wir betrachten die skizzierte, aus den drei Kréften vom Betrag F' bestchende

Kriftegruppe. Y ‘ /\F
a G
-

Falls alle Krifte in einer Ebene liegen, so ist die Resultierende auch in dieser a
Ebene. Da auch die Angriffspunkte in der Ebene sind, so miissen die Momente F \
F

senkrecht dazu stehen. Das bedeutet /, = 0. Aus dem obigen Satz folgt, dass )
die Kréftegruppe zu einer Einzelkraft oder zu einem Moment statisch dquiva-
lent sein muss.

a X

Fiir die aus den drei Kriften von Betrage F bestehende Gruppe ist

R = (-2F,0),
M, = ?al’.

Die Kriftegruppe ist also statisch dquivalent zur Einzelkraft G vom Betrag 2F, im Abstand {ga von der x-Achse.
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Beispiel: Moment
Die skizzierte Kriftegruppe ist statisch dquivalent zu einem Kréftepaar:
Fiir die Resultierende erhalten wir
R=0,
fiir das Moment beziiglich O
M, =M = (2aF,-2aF,—-2aF).

Gemiss dem obigen Satz muss also ein Kréftepaar vorliegen.

Beispiel: Kraftkreuz

In diesem Beispiel berechnen sich Resultierende und Moment zu

R = (0,0, J2F),

_(aF a a
o (559

I, = —aF?
fiir nicht verschwindende a und F auch nicht verschwindet, so handelt es sich um eine Schraube.

Auf Grund der Geometrie ist es naheliegend, im Mittelpunkt O’ des Wiirfels nach der Schraubenachse zu suchen.
Tatsdchlich haben wir

M, = MO—(%Z, ‘5“2—1) XR = (o, 0,—%)1;.

Die Zentralachse geht also wirklich durch O’ und ist parallel zur z-Achse.

Kontrollfragen

1. Wie ist die Resultierende einer Kréftegruppe definiert?

Wie ist das resultierende Moment einer Kriftegruppe definiert?

Wie ist die statische Aquivalenz zweier Kriftegruppen definiert?

Wann sind zwei aus je nur einer Kraft bestehende Kréftegruppen statisch dquivalent?
Was ist ein linienfliichtiger Vektor?

Was ist die Dyname?

Welche Grossen der Dyname sind vom Bezugspunkt abhéngig?

Welches sind die Invarianten der Dyname?

O 0 =N »v ok WD

Unter welcher Bedingung lasst sich eine Kréiftegruppe auf eine Einzelkraft reduzieren?

—_
=)

. Unter welcher Bedingung lésst sich eine Kréftegruppe auf ein Moment reduzieren?

[
—_—

. Was ist eine Schraube?

—_
N

. Unter welcher Bedingung ist das resultierende Moment einer Kréftegruppe vom Bezugspunkt unabhéngig?

—_
w

. Wie berechnet sich die Leistung einer Kréftegruppe?

—_
N

. Unter welcher Bedingung an die beiden Leistungen sind zwei Kréftegruppen statisch dquivalent?

—_
W

. Unter welcher Bedingung an ihre Leistung ist eine Kraftegruppe im Gleichgewicht?
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16. Welchen Betrag hat das Moment eines Kréftepaares?

17. Welche Richtung hat das Moment eines Kréftepaares?

Ubungen z

1.

Wir betrachten ein Nullsystem aus drei nicht verschwindenden Kraften.
Zeigen Sie, dass sich die drei Wirkungslinien in einem Punkt schneiden
oder parallel sind!

Die Kriftegruppe {4, B} besteht aus den skizzierten Kraften mit Kompo-
nenten 4, B. Reduzieren Sie die Kréftegruppe auf eine Dyname in O!

Reduzieren Sie die Kréftegruppe {4, B} auf eine Dyname in C!

Bestimmen Sie die sechs am Wiirfel skizzierten Kréfte so, dass ihre Re- z
duktion auf O einen Momentvektor mit Betrag M in Richtung der z- B
Achse ergibt! C a
a
0 y
E
X a
Eine ebene Kréftegruppe habe die Eigenschaft, dass (in geeigneten Ein-
heiten) die drei Kraftvektoren ein Dreieck bilden. Reduzieren Sie die
Kriftegruppe auf eine Dyname! Vergleichen Sie das Resultat mit der «Fla-
che» des Dreiecks! —)

2.2 Kriftemittelpunkt und Massenmittelpunkt

Lernziele

Sie kdnnen den Kraftemittelpunkt einer parallelen Kréftegruppe bestimmen.

Sie kennen den Begriff des Dipolmoments einer parallelen Kriftegruppe mit verschwindender Resultierenden.
Sie wissen, wie man den Schwerpunkt homogener Koérper durch Integration berechnet.

Sie kdnnen den Schwerpunkt zusammengesetzter Korper ohne Integration ermitteln.

In der Natur treten oft parallele Kriftegruppen auf, also Kriftegruppen, die aus parallelen
Kréften bestehen. Diese lassen sich besonders einfach reduzieren.

Auch parallele Kriftegruppen sind eine vereinfachende Modellierung der Natur; mathematisch
genau gibt es sie nirgends. Die Zuléssigkeit der Vereinfachung héngt von der gewiinschten Ge-
nauigkeit der Rechnungen ab. Gewichtskréfte lassen sich beispielsweise oft als parallele Kraf-
tegruppen ansehen, obwohl sie global betrachtet bei weitem nicht parallel sind.
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Mit einem Einheitsvektor e, der in die gemeinsame
Kraftrichtung zeigt, schreiben wir

F, = Fe, firi =1,...,N.
Damit wird die Resultierende

R = Re,

N
R=YF
i=1

und das resultierende Moment bez. O

N
M, = ZFl-rixe. 2.7)
i=1
Weil (fiir alle i) Re L r; X e ist, folgt automatisch
12 = R ‘MO = 0.

Also lasst sich die Gruppe auf ein Moment oder eine Einzelkraft reduzieren.

1.Fall: R = 0

Dieser Fall hat in der Elektrostatik und -dynamik wichtige Analogien. Die Kréftegruppe kann
hier auf ein Moment M reduziert werden, welches geméss (2.6) unabhédngig vom Bezugspunkt
ist — deshalb lassen wir den Index weg. Wir definieren das Dipolmoment der Kriftegruppe als

N
N = ZF g
i=1
und erhalten dann aus (2.7)
M = NXxe.

Auch N ist unabhdngig vom Bezugspunkt. Wenn wir ndmlich die Ortsvektoren r; in einem an-
deren Bezugspunkt O' ansetzen,

r,=rotr,,

und

N
N = ZF '
i=1
schreiben, so ergibt sich, wegen R = 0:

N N

N N
N = ZFiri = ZF,-(rOerr',») = RrOV+ZFir',» = ZF,r'i =N.
i=1 i=1

i=1 i=1
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Wir betrachten nun ein homogenes elektrisches Feld E = Ee. Darin befinden sich in den
Punkten r; die Ladungen ¢,. Die auf die Ladungen wirkenden Kréfte sind also

F, = gF.

Das Dipolmoment der Punktladungsgruppe ist definiert als

P = Zq,r,-. (2.8)

i=1
Hier ist die Masseinheit C m, im Gegensatz zum Dipolmoment einer Kraftegruppe mit der Ein-
heit N m. Der Zusammenhang zwischen den beiden Dipolmomenten ist gegeben durch
N = EP,
und das auf die Ladungsgruppe wirkende Moment wird
M = Nxe = EPxXe = PXE.
Die Bedingung, dass die Resultierende verschwindet, bedeutet im elektrischen Fall, dass die
Gesamtladung null ist:
N
0= Z q; = 0.
i=1

Diese Situation tritt z.B. bei Molekiilen auf.

Beispiel: Ladungen im Tetraeder

In den Eckpunkten eines Tetraeders sitzen vier Ladungen vom Betrag ¢; zwei sind posi-
tiv, zwei negativ. Wir suchen das elektrische Dipolmoment.

Die beiden gleichartigen Ladungen konnen je in eine Ladung +2¢ in der Mitte ihrer
Verbindungskante zusammengefasst werden. Mit dem skizzierten Verbindungsvektor
der beiden Kantenmittelpunkte wird (2.8) zu

P = 2qh.

2.Fall: R#0

In diesem Fall ist die parallele Kréftegruppe statisch
dquivalent zu einer Einzelkraft. Wir wollen den An-
griffspunkt C (bzw. die Wirkungslinie) dieser Einzel-
kraft bestimmen.

Wir suchen also den durch r. bestimmten Punkt C mit

MC = 0.

Wenn wir das Moment auf den Ursprung O umrechnen,
so erhalten wir

N
0=M,-r.xXR = ZF,-ri—RrCJ Xe.

i=1
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Diese Gleichung legt - noch nicht eindeutig fest.

Wir verlangen zusitzlich, dass M fiir beliebige e verschwindet. Diese Bedingung kann man
sich so veranschaulichen, dass der Korper beliebig um den gesuchten Punkt gedreht werden
kann, ohne dass sich die Wirkung der Krifte (im Rahmen der statischen Aquivalenz) éndert.
Dann folgt sofort

N N
Fo = %ZF,,@ mit R = S | 2.9)

i=1 i=1

Man nennt C den Krdéftemittelpunkt der Kréftegruppe.

Beispiel: Zwei parallele Kriifte
Hier ist der Kraftemittelpunkt C durch die Gleichung C
ad = bB T
1

bestimmt. Er liegt also genau dort, wo man eine Balkenwaage auflegen muss, a b
damit sie im Gleichgewicht ist.

Ein wichtiger Spezialfall ist ein Kdrper im homogenen Schwerefeld der Erde. Hier ist das infi-
nitesimale Kraftelement dG gegeben durch

dG = gdm,
wo g die vertikale Erdbeschleunigung vom Betrag g =9, 81 m s2 bezeichnet.

Der Kriftemittelpunkt der Gewichtskrifte heisst auch Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt.
Die Summe (2.9) muss jetzt durch ein Integral iiber den betrachteten materiellen Bereich B er-
setzt werden. So ergibt sich

=

(2.10)

re = %.U;jrdm

mit der Gesamtmasse m des materiellen Bereichs B:

m =U;jdm.

Fiir einen homogenen Korper im Bereich K mit (konstanter) Dichte y betrachten wir ein Volu-
menelement dV. Die Masse dm des Volumenelements berechnet sich zu

dm = ydV.

Daraus ergibt sich, mit dem Gesamtvolumen ¥, das Resultat
1
re = erdV. 2.11)
K

Diese Formel ist identisch mit derjenigen fiir den geometrischen Schwerpunkt.
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Fiir eine homogen mit Masse belegte Fliche K, (Gesamtfliche 4, Flichenelement d4) oder
Kurve K, (Lange L, Lingenelement ds) gelten analoge Formeln mit Flachen- bzw. Kurveninte-
gralen:

1
re = A”rdA, (2.12)
KH
re = 1[rds. 2.13)
L
K,
Beispiel: Halbkreisfliche y

Wir berechnen den Schwerpunkt einer homogen belegten Halbkreisflache.
Die erste Formel von (2.12) ist dafiir massgeschneidert. Fiir die Integration
verwenden wir mit Vorteil Polarkoordinaten. Das Flichenelement d4 ergibt R
sich zu r

dA = rdrde.
Die kartesischen Komponenten des Ortsvektor » sind
X = rcose,
y = rsing.

Als Gesamtfldche 4 haben wir

Daraus ergibt sich

_1 ”I" _
Xc = A‘[o Orcosgordrdgo =0,

Ve = %J.”J.Rrsingordrd -1
00

Oft helfen Symmetrien bei der Ermittlung des Schwerpunktes (wie im obigen Beispiel die
Symmetrie beziiglich der y-Achse).

Falls ein Korper aus Teilen mit einfach zu bestimmenden Schwerpunkten zusammengesetzt ist,
so lésst sich aus (2.9) folgende Formel fiir die auf die Schwerpunkte der Teile reduzierten Ge-
wichtskréfte ableiten:

Gre = Z Gr,. (2.14)

Darin bezeichnet G das Gesamtgewicht und G, das Gewicht des i-ten Korpers.
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Beispiel: Durch Kreisbogen begrenzte Fliche

Fiir die Berechnung des Schwerpunkts der skizzierten Flache ist die direk- y
te Integration etwas mithsam. Wir betrachten deshalb zuerst den Viertel-
kreis und «subtrahieren» davon den kleineren Halbkreis. Analog zum
obigen Beispiel erhalten wir fiir den Schwerpunkt eines Viertelkreises mit
Radius 2R die Koordinaten .C
_ ., _ 8R
X =y==.
/s
Aus (2.14) erhalten wir nun die Gleichungen ?
4TRSR _ 1R, | 7R® . .
4 37 2 2 7@
4nR’SR _ wR*4R | 7R’
4 31 237 2°°
und damit
16 )
xc=|—-1]|R,
¢ (371
4
= -R.
Yc 7
Kontrollfragen
1. Was ist eine parallele Kréftegruppe?
2.  Worauf lésst sich eine parallele Kraftegruppe reduzieren?
3. Unter welcher Bedingung lésst sich eine parallele Kriftegruppe auf eine Einzelkraft reduzieren?
4. Was ist das Dipolmoment einer Kriftegruppe?
5. Was ist das Dipolmoment einer Ladungsgruppe?
6. Was ist der Kréftemittelpunkt?
7. Wie ist der Schwerpunkt definiert?
8. Liegt der Schwerpunkt immer im betrachteten Korper?
9. Was lasst sich iiber die Lage des Schwerpunktes eines symmetrischen Korpers aussagen?
10. Wo befindet sich der Schwerpunkt einer Kugel?
11. Wo befindet sich der Schwerpunkt eines Dreiecks?
Ubungen DE ®C
1. In den Eckpunkten des skizzierten Quadrates greifen vier Krifte an.
Welcher Bedingung miissen sie geniigen, damit der Kraftemit-
telpunkt mit dem geometrischen Mittelpunkt des Quadrates zu-
sammenfallen soll?
AC Op
2. In den Eckpunkten eines reguldren Sechsecks befinden sich die skiz- =) P
zierten positiven oder negativen Ladungen vom Betrag g, an wel- ® o @ =
chen in einem homogenen elektrischen Feld gemiss F = gE Krifte
angreifen. Bestimmen Sie im einen skizzierten Fall den Kréftemittel-
punkt (bzw. «Ladungsmittelpunkt») und im anderen Fall das elektri- 2 SENS S
sche Dipolmoment. S, &)
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3. Bestimmen Sie ohne Integration die Schwerpunkte der skizzierten 3
Flachen!

4. Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Segmentes mit Offnungswin-
kel 2a!

Uberpriifen Sie die Spezialfille « = 180°, @ = 90°, a = 0°!

2.3 Prinzip der virtuellen Leistungen

Lernziele

» Sie konnen sich unter der Ruhelage eines Systems etwas vorstellen.

» Sie kennen das Prinzip der virtuellen Leistungen als Grundprinzip der Mechanik. Sie haben verstanden, wie
Sie daraus Krifte bestimmen kdnnen.

» Esist Ihnen bewusst, dass fiir Ruhe eventuell weitere Bedingungen erfiillt sein miissen, welche zum Teil spéter
behandelt werden (Vorzeichen und Angriffspunkt der Normalkraft, Haftreibungsgesetz, Festigkeit etc.)

Wir entwickeln die Mechanik im Wesentlichen aus nur zwei Prinzipien. Das eine, namlich das
Reaktionsprinzip, haben wir in Abschnitt 1.5 schon kennengelernt. Das andere, das Prinzip der
virtuellen Leistungen, werden wir in diesem Abschnitt einfiihren. Beide Prinzipien lassen nicht
durch mathematische Uberlegungen ableiten (ausser aus #dquivalenten Prinzipien). Sie ent-
stammen der Beobachtung der Natur und der Verarbeitung dieser Beobachtungen in eine mog-
lichst einfache und allgemeingiiltige Form. Die Prinzipien kénnen nur durch ihnen
widersprechende Experimente umgeworfen werden. Fiir die klassische Mechanik bewéhren
sie sich aber ausserordentlich gut. Ihre Grenzen liegen erst am Rande der alltdglichen Erfah-
rung, ndmlich im Wirkungsbereich der Relativititstheorie (sehr grosse Geschwindigkeiten
oder sehr grosse Massen bzw. Energien) und der Quantenmechanik (sehr kleine Ausdehnun-
gen, Zeiten, Energien etc.).

Wir fiihren vorerst den Begrift des virtuellen Bewegungszustandes ein. Darunter verstehen
wir irgendeinen gedachten Bewegungszustand, der keinen Bezug zu den wirklich moglichen
Bewegungszustinden haben muss. Er kann also z.B. auch Bindungen (Einschrankungen der
Bewegungsmdoglichkeiten) verletzen. Um virtuelle Bewegungszustinde von wirklichen zu un-
terscheiden, bezeichnen wir sie mit einer Tilde: {v} ist ein beliebiger virtueller Bewegungszu-
stand, {v,, @} ein virtueller Starrkdrper-Bewegungszustand.

Ein zuldssiger virtueller Bewegungszustand ist ein virtueller Bewegungszustand, der keine
Bindungen verletzt. Er muss sich also z.B. an Einschrankungen der Bewegungsmoglichkeiten
durch Gelenke und andere Lagerungen halten, ansonsten ist die Geschwindigkeit und die Rota-
tionsgeschwindigkeit vollig beliebig und unabhéngig von den angreifenden Kréften.

Ein unzuliissiger virtueller Bewegungszustand ist ein virtueller Bewegungszustand, der min-
destens eine Bindung verletzt.
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Fiir virtuelle Bewegungszustinde konnen wir die Leistung der angreifenden Kréfte berechnen.
Um diese virtuellen Leistungen von den wirklichen zu unterscheiden (bei denen die Ge-
schwindigkeiten von den Kréften abhéingen), bezeichnen wir sie ebenfalls mit einer Tilde: #.

Wie in Abschnitt 1.5 eingefiihrt, konnen wir zwischen inneren und dusseren Kréften an einem

System unterscheiden. Entsprechend ergeben sich auch virtuelle Leistungen der inneren und
. . . . ()] ~.(a) .

der dusseren Krifte, die wir mit £ bzw. £ bezeichnen.

Man sagt, eine System befinde sich in Ruhe, wenn alle Geschwindigkeiten null sind. Eine Ru-
helage eines System ist eine Lage, in der das System in Ruhe bleibt, wenn es zu einem beliebi-
gen Zeitpunkt in Ruhe war.

Mit diesen Begriffen formulieren wir das Prinzip der virtuellen Leistungen:

Prinzip der virtuellen Leistungen (PdvL):

Ein System befindet sich genau dann in einer Ruhelage, wenn die virtuelle Gesamtleistung
der inneren und dusseren Krifte bei jedem virtuellen Bewegungszustand verschwindet (und
die Eigenschaften des Systems und seiner Lagerung diese Krifte zulassen).

Formal schreiben wir das Prinzip folgendermassen:

P =P 1P =0, V), (2.15)

Jakob Bernoulli (1654-1705) hat dieses Prinzip schon implizit benutzt, um das Pendel zu be-
handeln. Die erste explizite Formulierung stammt von Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813).

Das PdvL stellt nicht sicher, dass das vorliegende System die fiir Ruhe ndtigen Krifte tatsdch-
lich auch aufnehmen bzw. aufbringen kann. Deshalb muss nachtréglich kontrolliert werden, ob
z.B. Normalkrifte in einseitigen Bindungen (oder Fadenkréfte) in die richtige Richtung zeigen,
Haftreibungsgesetze erfiillt sind oder die inneren Krifte mit der Festigkeit der Materialien ver-
traglich sind.

Beispiel: Kniegelenk

Ein Balken (Lédnge /, Gewicht G) ist in 4 gelenkig gelagert und in B mit ei-
nem gleichen Balken gelenkig verbunden. Letzterer ist in C aufgelegt. Alle
Bindungen sind reibungsfrei, das System eben.

Gesucht ist der Wert fiir die horizontale Kraft F in B, so dass das System in
Ruhe ist. Die Krifte im Gelenk und in der Auflage interessieren uns im
Moment nicht.
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Wir wihlen als System die beiden Balken zusammen und zeichnen zuerst
einmal die daran angreifenden dusseren Kréfte in der Skizze ein. Neben
den Gewichtskréften und der Kraft 7 miissen wir jetzt auch noch im Lager
A eine unbekannte Kraft in unbekannter Richtung einfiihren. Diese zerle-
gen wir in ihre horizontale und vertikale Komponente. Das reibungsfreie
Auflager in C kann auf das System nur eine vertikale Kraft ausiiben, die
wir ebenfalls in die Zeichnung eintragen. Im Hinblick darauf, dass wir die-
se Krifte gar nicht berechnen wollen, verzichten wir auf eine Bezeich-
nung.

Nun suchen wir einen geschickten virtuellen Bewegungszustand, der das
Problem 16st, ohne dass wir die Kréfte in 4 und C berechnen miissen. Die-
se Krifte sollten also keine Beitrdge zur Gesamtleistung liefern. Deshalb
muss der Punkt 4 in Ruhe bleiben, und der Punkt C darf sich nur horizon-
tal bewegen. Diese Bedingungen werden gerade durch den wirklichen (zu-
lassigen) Bewegungszustand des Systems erfiillt. Also wéhlen wir ihn zur
Formulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen. Er sei gegeben durch
die Rotationsschnelligkeit w in 4. Aus der Kinematik des Systems (siche
Skizze) folgt sofort:

P = wl(—z%—z%+%).

Gemiss PdvL muss £ = 0 fiir alle gelten. Also dividieren wir durch w und / und erhalten das Resultat

F=G

Kontrollfragen

1. Was ist ein virtueller Bewegungszustand eines Korpers?
Was ist der Unterschied zwischen zuldssigen und unzuléssigen virtuellen Bewegungszustéinden?
Wann ist ein System in Ruhe?

2

3

4. Wodurch sind die Ruhelagen eines Systems charakterisiert?

5. Kann sich ein Korper durch eine Ruhelage hindurch bewegen?
6

Wie lautet das Prinzip der virtuellen Leistungen?

2.4 Hauptsatz der Statik

Lernziele

» Sie kennen den Hauptsatz der Statik, die Gleichgewichtsbedingungen und den Zusammenhang zum Prinzip der
virtuellen Leistungen.

* Fiir einzelne starre Korper kdnnen Sie die Gleichgewichtsbedingungen aufstellen und daraus Kréfte oder Ru-
helagen bestimmen.

» Sie wissen, wann die Gleichgewichtsbedingungen notwendig und wann hinreichend sind. Es ist Thnen bewusst,
dass fiir Letzteres eventuell noch Zusatzbedingungen erfiillt sein miissen (analog zum Prinzip der virtuellen
Leistungen).

Fiir viele Anwendungen ist es giinstiger, nicht direkt mit dem PdvL zu arbeiten, sondern mit ei-
nem Folgesatz:
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Hauptsatz der Statik:

In einer Ruhelage eines Systems miissen alle (dusseren) Kréfte im Gleichgewicht sein:

R=0undM,=0. (2.16)

Beweis:

Wir betrachten virtuelle Starrkdrperbewegungen mit Kinematen der Form {v,, @} . Aus dem
PdvL (2.15) schliessen wir, dass in einer Ruhelage

P=R-vo+M, & =0,V{vy, >}

gelten muss. Dabei kénnen v, und @ unabhingig voneinander frei gewihlt werden. Wenn je-
weils nur eine Komponente verschieden von null gesetzt wird, so kann auf das Verschwinden
der entsprechenden Komponente von R und M,, geschlossen werden. B

& Achtung: Dieser Satz ist fiir Systeme (und deformier-
bare Korper) nur eine notwendige Bedingung, d.h.:
die Bedingung kann erfiillt sein, ohne dass das Sys-
tem in Ruhe sein muss. Die skizzierten Krifte am
«Zirkel» sind im Gleichgewicht, aber der Mechanis-
mus wird sich bewegen.

Fiir einen starren Kérper gilt auch die Umkehrung des Hauptsatzes der Statik. Der Beweis die-
ses Satzes mit Hilfe des PdvL ist aber sehr aufwendig. Wir behelfen uns deshalb mit einem Zu-
satzpostulat zum PdvL, welches einen einfachen Beweis des Satzes erlaubt.

Zusatzpostulat zum Prinzip der virtuellen Leistungen:

Ein starrer Korper befindet sich genau dann in einer Ruhelage, wenn die Gesamtleistung der
inneren und dusseren Krifte bei jedem virtuellen Starrkorperbewegungszustand verschwindet.

Satz:

Das Gleichgewicht der dusseren Krifte (R = 0 und M, = 0) ist notwendig und hinreichend
fiir eine Ruhelage eines starren Korpers (sofern die Krifte im System moglich sind).

Beweis:
i)  Die Notwendigkeit folgt aus dem Hauptsatz.

ii) Um auch die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, dass fiir die dusseren Krifte
R = 0 und M, = 0 gelte. Gemiss Zusatzpostulat miissen wir nachweisen, dass die vir-
tuelle Leistung aller inneren und dusseren Kréfte bei jedem virtuellen Starrkdrperbewe-
gungszustand, z.B. beschrieben durch die Kinemate {v,, @}, verschwindet. (Das Postulat
erspart uns den Nachweis, dass die virtuelle Leistung fiir jeden beliebigen virtuellen Be-
wegungszustand verschwindet.)
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Hauptsatz der Statik

Die inneren Krifte ergeben beim virtuellen Starrkdrperbewegungszustand keinen Beitrag
zur Leistung, da ihre Reactio ebenfalls am Korper (und auf derselben Wirkungslinie) an-
greift. Der virtuelle Starrkdrperbewegungszustand liefert aber auch keine Leistung der du-
sseren Krifte, da gemiss der Definition der statischen Aquivalenz die Leistung der
urspriinglichen Kriftegruppe und der auf die Dyname reduzierten Kriftegruppe fiir Starr-

korperbewegungen gleich ist:

P=R-vp+M, & =0.

Weil gemiss Voraussetzung R = 0 und M, = 0 ist, wird also die virtuelle Leistung fiir

beliebige v und @ verschwinden. B

Die drei Gleichungen R = 0 nennt man Komponentenbedingungen («KBy), die drei Glei-
chungen M, = 0 Momentenbedingungen («MBy), alle Gleichungen zusammen Gleichge-

wichtsbedingungen.

Wie schon beim PdvL bemerkt, miissen die fiir das Gleichgewicht nétigen Kréfte auch maoglich
sein. Z.B. muss das Material geniigend stark sein, um bei diesen Kréften nicht zu versagen.
Sonst liegt keine Ruhelage vor. Dazu miissen die Bindungskréfte und die inneren Kréfte even-
tuell Zusatzbedingungen erfiillen. Diese stellen sicher, dass Reibungsbedingungen erfiillt sind,
Normal- und Seilkréfte die richtige Richtung haben, Materialien geniigend belastbar sind etc.

Beispiel: Dreieckplatte

Eine homogene Dreieckplatte vom Gewicht G ist geméss der Skizze
reibungsfrei gelenkig gelagert und an einem Faden befestigt. Zu-

sdtzlich greift noch die Kraft P an.

Gesucht sind die Gelenk- und Fadenkrifte sowie eine Bedingung

fiir P, damit der Faden gespannt bleibt.

Im Gelenk greift eine Kraft in beliebiger Richtung an. Deshalb miis-
sen wir zwei unbekannte Komponenten einfiihren (siche auch Ab-

schnitt 2.5).

Der Faden kann nur eine Kraft in Fadenrichtung ausiiben. Die Fa-
denkraft kann also durch eine Komponente (in Fadenrichtung) mo-

delliert werden.

Wir berechnen die Resultierende und das Moment beziiglich O:

Resultierende in x-Richtung, KB (x): 12—3 +4-S=0;

3

Resultierende in y-Richtung, KB(y): B— G + —2—P =0;

Resultierendes Moment beziiglich O in z-Richtung, MB(O, z) :

%angGJrﬁaS =0.

Damit erhalten wir die Resultate
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N
I
w5

3
G—2P,

B = GféP.

Der Faden ist genau dann gespannt, wenn die Fadenkraft S > 0 ist. Daraus ergibt sich die Ungleichung

P<—“§§G.

Beispiel: Horizontale Platte an drei Fiden

Eine homogene Platte vom Gewicht G ist geméss Skizze horizon- a
tal liegend an drei Fdden aufgehingt. Zusétzlich zum Gewicht S 1()—

greift das skizzierte Moment M an.

Gesucht sind die Fadenkrifte sowie die Bedingung dafiir, dass die ®

Fdden gespannt bleiben. G/3

Wir sparen uns die Berechnung des Schwerpunktes, indem wir das 2a

Gewicht auf die drei Quadrate verteilen.

So erhalten wir die Komponentenbedingungen %
KB(x): 0 =0, @0
KB(y): 0 =0, 52

KB(z): S,+S,+8,—G = 0

und die Momentenbedingungen beziiglich der Koordinatenachsen

3aG . aG , M
i + —+2=-=+
MB(O.y): ~2aSs+ 55 + 253 7

MB(0,z): 0 = 0.

Daraus erhilt man die Resultate

5, = Sged2M
Alle Fadenkréfte miissen positiv sein. Die Bedingungen an S, und S; konnen zusamengefasst werden zu
P 5—6[351(;.

Kontrollfragen

1. Wie lautet der Hauptsatz der Statik?
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Welche Krifte miissen in den Gleichgewichtsbedingungen am starren Korper beriicksichtigt werden?
Was sind die Komponentenbedingungen, was die Momentenbedingungen?

Wie gross ist der Freiheitsgrad eines starren Korpers im Raum?

Wie viele Gleichgewichtsbedingungen kénnen wir am starren Korper im Raum formulieren?

Wie gross ist der Freiheitsgrad des starren Korpers in der Ebene?

NS v kR

Wie viele wesentliche Gleichgewichtsbedingungen konnen wir an einem starren Korper in der Ebene formu-
lieren?

8. Warum sind bei einem starren Korper in der Ebene zwei Momentenbedingungen, aber nur eine Komponen-
tenbedingung trivial?

9. Bilden die dusseren Kréifte am ruhenden starren Korper ein Nullsystem?
10. Ist ein starrer Korper, dessen dussere Kréfte ein Nullsystem bilden, im Gleichgewicht?

11. Ist ein starrer Korper, dessen dussere Krifte ein Nullsystem bilden, in Ruhe?

Ubung 7

1. Ein homogener Balken vom Gewicht G ist an einem gewichtslosen Faden aufge-
héngt. Am freien Ende greift eine horizontale Last P an. Balken und Faden haben
beide die Lange / und sind in Ruhe. Finden Sie die Fadenkraft und die Neigungs- G P
winkel von Balken und Faden in Funktion von P!

2.5 Bindungen

Lernziele

* Sie konnen zwischen Reibungskréften und anderen Bindungskréften unterscheiden.

» Sie wissen, welche Krifte und Momente beim Freischneiden einer Bindung eingefiihrt werden miissen und
welche bei einer reibungsfreien Bindung weggelassen werden kdnnen.

» Sie kennen die wichtigsten reibungsfreien ebenen Bindungen und kénnen die entsprechenden Bindungskréfte
sofort korrekt einfiihren.

* Sie konnen sich vorstellen, welche Kriafte und Moment Sie von Hand auf ein System ausiiben miissen, falls Sie
die Funktion einer Bindung iibernehmen wollen.

e Wenn eine rdumliche Bindung durch ihre kinematischen Eigenschaften (verhinderte Bewegungsmoglichkei-
ten) beschrieben ist, konnen sie die richtigen Kriafte und Moment einfiihren.

* Sie konnen kinematisch unbestimmte Systeme identifizieren.

* Sie konnen statisch unbestimmte Systeme auf zwei Arten identifizieren.

Wir haben schon mehrfach Bindungen auf intuitive Art und Weise beniitzt. In diesem Ab-
schnitt wollen wir sie etwas systematischer betrachten.

Allgemein versteht man unter einer Bindung eine Einschrinkung der Bewegungsfreiheit eines
Korpers. Gewisse Bewegungen sind mdglich, andere sind durch automatisch sich einstellende
Krifte verhindert. Z.B. ist ein Gelenk eine Bindung; es ldsst Rotationen zu und verhindert
Translationen. Die in der Bindung auftretenden Krifte bezeichnet man als Bindungskriifte,
Zwangskrifte, Lagerkriifte bzw. -momente oder (zusammenfassend) auch als Reaktionen.
(Der Begriff Reaktion hat in diesem Zusammenhang nichts mit dem Reaktionsprinzip zu tun —
obwohl die Bindungskrifte, wie alle Krifte, Teile eines Actio-Reactio-Paares sind.)
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Bindungskrifte nehmen je nach Lage, Belastung oder Bewegung des Systems unterschiedliche
Werte an. Sie stehen im Gegensatz zu den eingepriigten Kriiften, die als bekannt angenommen
werden (z.B. Gravitationskrifte oder gegebene Belastungen). Die Bindungskrifte sind unbe-
kannt und miissen aus den Gleichgewichtsbedingungen (oder Bewegungsgleichungen) berech-
net werden.

Im realen System sind die Bindungskrifte immer verteilte Kriafte. Wir betrachten hier aber
Starrkorpermodelle, wo die Bindung oft in einem Punkt angesiedelt ist (z.B. dem Beriihrungs-
punkt eines Rades oder der Position eines Gelenks). Die Bindungskrifte konnen dann auf ihre
Dyname in diesem Punkt reduziert werden. Sie hat vorerst im Raum sechs skalare Kraft- und
Momentkomponenten bzw. in der Ebene drei. Je nach Art der Bindung werden einzelne Kom-
ponenten der Dyname vernachlissigt und null gesetzt. (Genau genommen gilt dies allerdings
nur fiir die von uns betrachteten einfachen, «holonomen» und «skleronomen» Bindungen).

Bewegungen, die durch die Bindung verhindert werden, heissen unzuliissige Bewegungen. Im
Gegensatz dazu stehen die zulissige Bewegungen: Sie werden durch die Bindung nicht ver-
hindert.

Beispiel: Rad

Wir betrachten die ebene Bewegung eines rollenden Rades. Im Auflagepunkt
haben wir zwei Kraft- und eine Momentkomponente. Eine sinnvolle Rich-
tungswabhl fiir die Kraftkomponenten ist in und senkrecht zur Beriihrungsebene.
Die so konstruierten Komponenten nennt man Normalkraft N, Reibungskraft
F und Rollwiderstandsmoment (auch: Rollreibungsmoment) M, .

Zuldssige Bewegungen sind hier Translationen parallel zur Unterlage und Ro-
tationen um den Beriihrungspunkt. Eine Translation senkrecht zur Unterlage durch
den Boden ist offensichtlich unzuldssig. Eine Translation senkrecht weg vom Boden
16st die Bindung und verdndert damit das System. Deshalb ist diese Bewegung eben-
falls unzuldssig. Die betrachtete einseitige Bindung hat die Eigenschaft, dass die
Normalkraft am Rad in die eingezeichnete Richtung (von der Beriihrungsebene aus
durch den Korper) zeigen muss.

In starren Bindungen konnen Reibungsreaktionen charakterisiert werden als Bindungskréfte
(bzw. -momente) parallel zu zuldssigen Bewegungen. In reibungsfrei modellierten Bindun-
gen werden die Reibungsreaktionen vernachlassigt, weil sie viel kleiner als die anderen Krifte
bzw. Momente sind.

In jeder Bindung muss also vorerst eine vollstindige Dyname eingefiihrt werden. Falls gewisse
zuldssige Bewegungen reibungsfrei modelliert werden kénnen, so werden die entsprechenden
Kraft- bzw. Momentkomponenten weggelassen.

In der folgenden Tabelle sind die gebrduchlichsten reibungsfreien Bindungen in ebenen Syste-
men skizziert, jeweils mit den Ikonen fiir die Bindung in P und den entsprechenden Bindungs-
kraften/-momenten am freigeschnittenen Korper.

Auflager N>0
(einseitig) P

777 P
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Auflager P N>0
(einseitig) ; ; P
Loslager 7
Auflager P N
(beidseitig)
Loslager 7 L
o
Auflager Z Lz N
(beidseitig) AV
Kurzes Querlager WA P
Loslager ” i
Gelenk P B I
Festlager % A
P
Gelenk P |P B
p A
Gelenk P B
(zwei gelenkig ver- o’
bundene Balken) L’ T
Einspannung % p B
n(Qk -
A
Faden / Seil T~ S>0
Pendelstiitze 7 S
(Modellannahme: r o ¢
dussere Krifte nur in ‘?\
den Gelenken)
Parallelfiihrung 7 1P P
| M\JT*,
Langes Querlager, G 2 A
Schiebehiilse 0,
o . P
\.‘M
Lings- und Ap AA
kurzes Querlager 0 N>0
L

Ein System heisst statisch bestimmt, falls sich die Bindungskrifte und -momente (fiir belie-
bige Belastungen) eindeutig aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen — wenn
also gleich viele Unbekannte wie linear unabhingige Gleichungen fiir die Bindungskréfte und
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-momente vorliegen. (In zusammengesetzten Systemen muss dies auch fiir jedes Teilsystem
gelten.)

Falls mehr Bindungen als Gleichungen vorhanden sind, so heisst das System statisch unbe-
stimmt. Die Differenz zwischen der Zahl der Unbekannten und der Zahl der linear unabhéngi-
gen Gleichungen ist der Grad der statischen Unbestimmtheit.

& Statische Bestimmtheit ist eine Eigenschaft des Systems und seiner Lagerung, sie hdngt
nicht von der vorliegenden Belastung ab.

Bei statisch unbestimmten Systemen sind also mehr Bewegungsmdglichkeiten eingeschrinkt
als fiir Ruhe notig ist. Als unerwiinschte Nebeneffekte statischer Unbestimmtheit kennt man
z.B. das Klemmen bei der Montage oder Schiden durch unterschiedliche Dehnungen bei Tem-
peraturerverdnderung.

& Systeme, die aus mehreren reibungsfrei verbundenen Korpern bestehen, kénnen getrennt
werden. Dadurch ergeben sich zusdtzliche linear unabhdngige Gleichungen, siehe Ab-
schnitt 2.6.

Beispiel: Eingespannter und gelenkig gelagerter Balken P

Wir betrachten einen links eingespannten und rechts gelen- % | /

kig gelagerten Balken. Durch diese Lagerung miissen wir

beim Freischneiden gesamthaft fiinf unbekannte Lagerre- A %
aktionen einfiihren. Fiir ihre Berechnung stehen in der Ebe- 7
ne aber nur drei linear unabhdngige Gleichungen zur A, P B,
Verfligung. / + B,

Das System ist also zweifach statisch unbestimmt.

MA Al

Ein System heisst kinematisch unbestimmt, talls zuldssige momentane Bewegungszustinde
moglich sind. Ein kinematisch unbestimmtes System kann nicht statisch bestimmt sein, weil es
nicht fiir beliebige Belastungen in Ruhe ist. Falls mehr linear unabhingige Gleichungen als un-
bekannte Lagerreaktionen vorliegen, so ist das System kinematisch unbestimmt.

Beispiel: Gelenk

Fiir beliebige P ist das skizzierte System nicht in Ruhe: Es miissen drei 7

Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden, wobei nur zwei unbe-

kannte Grossen variiert werden kdnnen (4 und B). Die Momentenbe- *
P

dingung bez. des Gelenks ist im Allgemeinen verletzt.
Das System ist kinematisch unbestimmt.

G
Nur fiir ein bestimmtes P ist Ruhe moglich, ndmlich fir P = G/2 *B
(sofern die Kraft G in der Mitte angreift). 0

A P *
Alternativ zum Abzéhlen von Gleichungen kann die Stati-
sche Unbestimmtheit eines Systems auch durch Losen von Bindungen bestimmt werden. Da-
bei geht man schrittweise vor und macht Bindungskomponenten beweglich. Jede
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Bindungskomponente entspricht einer Kraftkomponente (verhinderte Translation) oder einer
Momentkomponente (verhinderte Rotation). Der Prozess endet, sobald das so verwandelte
System kinematisch unbestimmt wird.

Beispiel: Kinematische Bestimmung der statischen

Unbestimmtheit. (a) 2
Wir betrachten wieder den statisch unbestimmt gela- //

gerten Balken von oben.

Das urspriingliche System (a) ist nicht kinematisch un- (b) >C
bestimmt, es existiert also kein zuldssiger Bewegungs-

zustand. %///

Nun 16sen wir eine Bindungskomponente, z.B. indem //
wir die Einspannung durch ein Gelenk ersetzen. Das (c) >C 8
neue System (b) ist immer noch nicht kinematisch un-

bestimmt. 777777

N\

Also l6sen wir eine weitere Bindungskomponente und 7/ \
machen z.B. aus dem Gelenk rechts ein (bewegliches) (d) >C
Auflager. Auch das neue System (c) ist noch nicht ki- }
nematisch unbestimmt.

Jedes Losen einer weiteren Bindungskomponente macht das System nun aber kinematisch unbestimmt. Z.B. ist in
System (d) eine Rotation um das Gelenk links ein zuldssiger Bewegungszustand.

Also konnen wir maximal zwei Bindungskomponenten 16sen, ohne ein kinematisch unbestimmtes System zu er-
halten. Das bedeutet, dass das System (a) zweifach statisch unbestimmt ist.

Bei diesem Prozess kann man die Bindungskomponenten auch auf andere Weise 16sen, z.B. zuerst aus dem rech-
ten Gelenk ein Auflager machen und es dann ganz entfernen. Der so ermittelte Grad der statischen Unbestimmt-
heit ist unabhingig vom Vorgehen.

& FEin System aus starren Teilen ist genau dann statisch bestimmt, wenn es als Ganzes und in
jedem Teil weder statisch unbestimmt (klemmend) noch kinematisch unbestimmt (endlich
oder infinitesimal beweglich) ist. In diesem Fall kann man alle inneren und dusseren La-
gerkrdfte aus den Gleichgewichtsbedingungen ermitteln.

Es ist durchaus mdéglich, dass ein System gleichzeitig kinematisch und statisch unbestimmt ist.

Beispiel: Statisch und kinematisch unbestimmtes System

Bei einem dreifach aufgelegten Balken miissen drei unbekannte 7 7 7
Auflagerkrifte 4, B, C eingefiihrt werden. Man hat auch drei
Gleichgewichtsbedingungen und konnte deshalb auf ein statisch

bestimmtes System schliessen.

Allerdings ist die Komponentenbedingung in horizontaler Rich- ﬁ’

tung bei beliebiger Last nicht erfiillbar, weil keine horizontalen

Lagerkrifte vorliegen. Dies entspricht der zuldssigen horizontalen ? ? f
A B C

Translation und beides bedeutet kinematische Unbestimmtheit.

Aus den restlichen zwei Gleichgewichtsbedingungen lassen sich

die drei Unbekannten nicht mehr ermitteln, also ist das System gleichzeitig statisch unbestimmt. Das zeigt sich
auch darin, dass die Lager in vertikaler Richtung kein Spiel zulassen. Sie miissen auf exakt der gleichen Hohe
sein, sonst hebt der Balken ab.
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Bemerkungen zur Terminologie

Die Aussagen statisch bestimmt und nicht statisch unbestimmt konnen unterschiedliche Sachverhalte bezeichnen:
Ein bewegliches (also kinematisch unbestimmtes) System ist sicher nicht statisch bestimmt, aber im Allgemeinen
nicht statisch unbestimmt (Beispiel: Pendel).

Diese Terminologie deckt sich mit derjenigen des Buchs von Gross et al. (sieche Literaturverzeichnis). Leider wer-
den in anderen Biichern oft auch andere Begriffe und Bedeutungen verwendet (unterbestimmt, iiberbestimmt
etc.). Einzig bei der statischen Bestimmtheit sind sich die Autoren grossmehrheitlich einig.

Kontrollfragen

1. Was ist eine Bindung?

Was ist eine (fiir eine Bindung) zuldssige Bewegung?

Was ist eine (fiir eine Bindung) unzulissige Bewegung?

Welche Bindungskrifte heissen Reibungsreaktionen?

Wodurch ist eine reibungsfreie Bindung charakterisiert?

Kann eine Bindung reibungsfrei und gleichzeitig nicht reibungsfrei sein?
Was ist die Normalkraft?

Weshalb kann man in einer Einspannung keine Reibungsreaktionen einfithren?

o ® =Nk wDd

Kann man in einem Gelenk Reibungsreaktionen einfiihren? Falls ja: welche?

—
=]

. Skizzieren Sie mindestens vier gebrduchliche Bindungen!

—_—
—_—

. Wann ist ein System statisch unbestimmt, wann ist es kinematisch unbestimmt?

Ubungen 7
1. Bestimmen Sie den Grad der statischen Unbestimmtheit der

skizzierten ebenen Systeme. 7/

2. Skizzieren Sie fiir jedes System mindestens zwei verschiedene
Wege, um durch sukzessives Losen von Bindungen ein statisch

bestimmtes System zu erhalten! 7 /
NN A
v
3. Ein Rotor (rdumliches System) ist mit zwei Kugelgelenken ge-
lagert. Zeigen Sie, dass dieses System gleichzeitig statisch und Z m
kinematisch unbestimmt ist. U
7

4. Ein gewichtslos modellierter Winkel ist durch drei
reibungsfreie Auflager gelagert und durch eine ho-
rizontale Kraft belastet. Stellen Sie die Gleichge-
wichtsbedingungen fiir beide skizzierten Varianten
auf und versuchen Sie, die Lagerkrifte zu bestim-
men. Weshalb ist das in einem Fall problematisch?
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2.6 Analytische Statik

Lernziele

+ Sie konnen mit dem Prinzip der virtuellen Leistungen Stabkréfte in ebenen idealen Fachwerken berechnen.

* Sie wissen, wann ein System getrennt werden muss und wie man das tut.

» Sie kennen das Losungsprogramm aus dem Skript und kdnnen anhand dieser Schritte reibungsfreie Probleme
der Statik 16sen. Dabei geht der Punkt der Diskussion nicht vergessen.

* Sie wissen, wie man mit verteilten Normalkréiften umgeht und wie man das Kippen diskutiert.

* Sie konnen Probleme mit Flaschenziigen durch Trennen und direkt mit dem Prinzip der virtuellen Leistungen
16sen.

In diesem Abschnitt studieren wir Methoden, um durch Aufstellen und Lésen von Gleichun-
gen die an einem System auftretenden Krifte zu bestimmen. Man spricht bei diesen Methoden
von analytischer Statik. Es existieren auch grafische Methoden zur Losung von Statikproble-
men (grafische Statik). Wir verzichten hier auf deren Studium, da sie momentan als veraltet be-
trachtet werden.

Grundsitzlich haben wir zwei Hauptwerkzeuge zur Verfiigung, das Prinzip der virtuellen Leis-
tungen (2.15) und den Hauptsatz der Statik . Letzterer kann bei Systemen allerdings nur ver-
wendet werden, wenn sie in ihre Starrkorperteile aufgetrennt und in den Schnitten die richtigen
Schnittkréfte eingefiihrt werden (s.u.), was einen wesentlichen Aufwand bedeutet. Dadurch er-
gibt sich eine Faustregel zur Auswahl der Methoden:

» Falls bei einem System nur eine Kraft gesucht ist, so ldsst sich diese oft am einfachsten di-
rekt mit dem PdvL bestimmen, indem ein geschickter Bewegungszustand angesetzt wird.
Dies kann auch gelten, wenn wenige Kréfte gesucht sind.

» Falls man aber alle Lager- und Bindungskrifte bestimmen will, so lohnt sich die Trennung
des Systems und die Anwendung des Hauptsatzes auf alle Teile.

Beispiel: Fachwerk

Ein ideales Fachwerk ist ein System aus reibungsfrei gelenkig gelagerten Stiben (Pendelstiitzen), das nur in den
Gelenken belastet ist.

Wenn wir die einzelnen Stibe betrachten
und an ihnen Gleichgewichtsbedingun-
gen formulieren, so sehen wir sofort,
dass die Stabkréfte nur in Stabrichtung
liegen konnen.

Im skizzierten System sei die Stabkraft
Szp im Stab BD gesucht.
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seine Stabkraft (konventionellerweise

Analytische Statik

Wir ersetzen zuerst den Stab BD durch } p

wird sie als Zugkraft eingefiihrt). Da-

durch entsteht aus dem statisch bestimm-
ten System ein Mechanismus, d.h., das
neue System ist einfach kinematisch un-
bestimmt. Der Bewegungszustand dieses
Mechanismus soll im nédchsten Schritt

bestimmt werden. Dazu geben wir z.B.
die Rotationsschnelligkeit w des Drei- P
ecks ABE vor.

Mit den Methoden aus Abschnitt 1.2
konnen wir nun den Bewegungszustand
ermitteln. Eigentlich interessieren uns
dabei nur diejenigen Punkte, an denen

Krifte angreifen, denn nur sie liefern im
PdvL einen Beitrag. Diese Geschwindig-
keiten sind in der Skizze eingetragen.

Zum Schluss formulieren wir das PdvL

fir diesen (zuldssigen) Bewegungszu-
stand (deshalb ohne Tilden). Darin er-
scheinen nur die unbekannte Stabkraft
und die dusseren Lasten. Somit haben wir die Aufgabe praktisch schon gelost:

P = wlSgp+ ﬁwlS—BQ + L2wlP+ izzwlP

2
P=0.

Also:

Spp = fé{gP (Druckstab).

Wir fassen die Losungsschritte zusammen:

1. den Stab (bei dem die Stabkraft gesucht ist) entfernen, die Stabkraft an beiden Knoten (Gelenken) als Zug-

kraft einfiihren,

2. den Bewegungszustand des entstandenen Mechanismus bestimmen,

3. das PdvL formulieren, d.h., die Leistungen der angreifenden Kréfte fiir den Bewegungszustand aufsummie-

ren und gleich null setzen,

4. nach der Stabkraft aufldsen (ein positives Vorzeichen entspricht einer Zugkraft, ein negatives Vorzeichen ei-

ner Druckkraft).

Um den Hauptsatz der Statik auf ein Sysfem von starren Korpern anwenden zu kdnnen, muss
dieses getrennt werden. Ansonsten erhilt man zu wenig Gleichungen, um die Unbekannten zu
bestimmen — und dies, obwohl keine statische Unbestimmtheit vorliegt. Man trennt in Bindun-
gen, die keine vollstindige Dyname enthalten. An den Trennstellen miissen (je nach Bin-
dungstyp) Krifte, sog. Schnittkrifte, (und ev. Momente) eingefilhrt werden. Geméss dem
Reaktionsprinzip haben die Schnittkrifte an den beteiligten Korpern umgekehrte Richtungen.
Weil die Dyname in der Schnittstelle nicht vollstindig ist, handelt man sich fiir jeden Schnitt

neue Gleichungen gegen weniger neue Unbekannte ein.
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Beispiel: System trennen P P
B

Wir betrachten zwei gewichtslose, mit einem reibungsfreien Gelenk 4 * C
verbundene Balken. In A4 sei eine Einspannung, in C ein Auflager. '

Beide vertikalen Lasten haben den Betrag P. 'V 'V 774977;
[ 202

Gesucht sind alle Lagerkrifte und -momente.

Wir trennen in B. P in B kann willkiirlich zum linken Balken gerech-
net werden. Beim Einfiihren der Schnittkrifte B, und B, beachten
wir das Reaktionsprinzip. ‘y

Nun stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen fiir die beiden Kor- A, @ P
per auf: A

B,
— |
KB(I,x): A, +B, = 0, \ ' x
Bz*
KB(I,y): A,+B,~P =0, M

P
MB(I,A): M+1B,—IP = 0; *

KB(ILx): -B, = 0, B,
1. @ e
KB(ILy): C—B,-P = 0,

MB(II,B): IC - éP =0.

Daraus ergibt sich

P 3 P 3/
4, =B =0.C=2. 4 =3P B~ 2. M=3P.

Oft sind die Schnittkrédfte nicht gesucht. Dann ist es am einfachsten, die Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir das ganze System zu formulieren. Die restlichen Gleichungen konstruiert man mit
geschickten Momentenbedingungen fiir die Teile des Systems. Die Schnittkrifte diirfen darin
natiirlich nicht vorkommen.

Beispiel: Geschickte Momentenbedingung

Im obigen Beispiel liefert die Momentenbedingung um B (z.B. fiir den rechten Teil formuliert) eine Gleichung,
die — zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir das ganze System — die Aufgabe 16st.

Eine sinnvolle Organisation fiir Problemldsungen aller Art ist in «Appendix D: Problemlo-
sungy auf Seite 139 beschrieben. Die folgenden Punkte gehoren alle zum 3. Schritt «Losung
konstruieren». Sie bilden also nur einen Teil des gesamten Problemldsungsprozesses und ste-
hen in der Mitte, nachdem das Problem beschrieben und analysiert ist und bevor die Losung
bewertet und die Arbeit verwertet wird. Die Schritte sollen eine Anregung geben fiir die Auf-
teilung der Losungskonstruktion in Unterprobleme.
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Materielles System abgrenzen; freigeschnittenes System zeichnen (Krifte statt Lager!).
Aussere Lasten und Bindungskrifte einfiihren.
Zweckmissiges Koordinatensystem wéhlen.

Gleichungen und Unbekannte abzihlen.

A

Gleichgewichtsbedingungen und eventuell weitere Gleichungen komponentenweise for-
mulieren.

6. Falls notig: System trennen, Schnittkrifte einfiihren und Schritte 3 bis 5 wiederholen
(dabei nur linear unabhéngige Gleichungen mitnehmen).

7. Gleichungen nach den Unbekannten aufldsen.

8. Resultate und eventuelle Zusatzbedingungen diskutieren (Richtung der Normalkrifte,
Haftreibungsgesetze, Knicken, Festigkeit etc.).

Beispiel: Tisch

Jemand stiitzt sich auf den Rand eines runden Tisches (Gewicht
G) ab.

Gesucht sind die Normalkréfte an den Tischbeinen. Wann kippt
der Tisch?

1. System: Tisch (Beine irrelevant).

2. Gemiss Skizze.

3. Gemiss Skizze.

4. 3 Unbekannte, 3 Gleichungen.

5. KB(z):B,+B,+B;,-G-P =0,

r r 3
o P +_ =
MB(0,x): 5P~35G+3rB; = 0,
MB(O, y): [T”BI—I%FB2 =0.
6. Unnétig.
7. B,=9_L2
3 3
B, =B, = 9+28
3 3

8. Kein Kippen bedeutet B; >0 fiir i = 1, 2, 3. Fiir positives P ist die Bedingung an B; relevant, d.h. P< G.
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Beispiel: Abgestiitzte Platte

Eine homogene Quadratplatte (Gewicht
G, ) wird gemiss der Skizze durch einen )
Balken (Gewicht G,) gestiitzt. Die Ge- ) 7 | Y

lenke sind reibungsfrei. *

Gesucht sind alle Lagerreaktionen.

1.

2
3.
4

Beispiel: Theodolit

Wie stark darf man mit einer horizontalen
Kraft P an einem Theodoliten (Gewicht
G) auf einem Stativ (Gewicht << G) sto-
ssen, ohne dass er kippt?

1.

2
3.
4

System: Platte und Balken.

Gemiss Skizze.

Gemiss Skizze.

4 Unbekannte, 3 Gleichungen am
Gesamtsystem.

KB(x): A, +B, = 0;

KB(y): A,+B,—~G,~G, = 0;

%

MB(A): Jz’Gl JE’GZ +2aB, = 0.

Wir trennen im Gelenk zwischen Balken und Platte. Da es rei-
bungsfrei ist, miissen nur zwei Kraftkomponenten eingefiihrt wer-
den. Diese interessieren uns aber nicht. Deshalb stellen wir (fiir den
Balken) eine Momentenbedingung beziiglich des in C aufgetrenn-
ten Gelenks auf.

MB(C): ng—aBy+an =0.

Losung:

A, = {-Gl;G—z),Ay =36, +G

4 I
G +G G, +3G
Bx: 1 Z,By: 1 2'
4 4

Balken, die auf Druck belastet sind, versagen i.A. vor solchen, die (mit der gleichen Kraft) auf Zug belastet
sind, da erstere knicken konnen. Deshalb wire es vielleicht besser, die Stiitze oben anzubringen.

System: Theodolit mit Stativ.

Gemadss Skizze.

Gemadss Skizze.

9 Unbekannte, 6 Gleichungen am Ge-
samtsystem.
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5. KB(x): Fy+Fy+Fe+P =0,
KB(y):FAy—i_FBerFCy = 03

KB(z): N,+Ny+Ne—G = 0,

F
MB(B, x): %NA+aNCJ§’G -0, A
MB(B, y): ﬁaNA—lﬁaGwP =0,
2 372
MB(B, z): —aFCX—‘E’P—‘E’FAX—gaFA}, = 0.

Analytische Statik

A

6. Trennen wire dann ndtig, wenn man die F;; berechnen mdchte, wir brauchen aber nur die &, .

7. Als Resultate erhalten wir:

_G_2./3h
NA 3 3 aP’
G 1 G, f3h
=2 _ZN, = 24222
NC 2 2NA 3 3aP5
N, = G—(N,+ N, :g—%:Nc.

8. Der Theodolit kippt genau dann, wenn eine Normalkraft negativ werden miisste (was nur mit einer geeigne-

ten Verankerung realisierbar wire). Damit er also nicht kippt, muss gelten:

A

da ..
N,>0,dh. P< 6 hG’

Jf3a

h P>-2==G.
Ny, N->0,d > W

In einem nicht punktférmigen, ebenen Auflager wirken Normal-
kréfte, deren genaue Verteilung wir nicht kennen. Sie hingt von (\

der eventuellen Deformierbarkeit der Korper und den Details der

Oberflachen ab. Die Normalkraftdichte (Normalkraft pro Langen- N
bzw. pro Flicheneinheit) kann durch eine unbekannte Funktion
n(x) (bzw. n(x, y)) beschrieben werden.

Entscheidend ist nun, dass die verteilten Normalkrifte eine paral-
lele Kriftegruppe bilden. Deren Resultierende verschwindet nicht,
weil alle Krifte in dieselbe Richtung zeigen. Gemiss Kapitel 2.2

ist die Kréftegruppe also statisch dquivalent zu einer Einzelkraft n(x)

N. Thr Angriffspunkt P ist allerdings unbekannt; er muss und kann
aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden. Der An-

P X

griftspunkt der Einzelkraft muss innerhalb der Standfliche liegen, sonst kippt der Korper.

(Mathematisch ist die Standflache die konvexe Hiille der Beriihrungsfliche.)
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Beispiel: Klotz auf schiefer Ebene

Ein Klotz (Gewicht G, Lange /, Hohe 4) liegt reibungsfrei auf einer
schiefen Ebene. Neben dem Gewicht greift parallel zur Unterlage
die skizzierte Kraft P an.

Wie gross muss P sein, damit der Klotz in Ruhe ist? Wo greift die
Normalkraft an?

1. System: Klotz.

2. Gemiss Skizze. Der Angriffspunkt der Normalkraft N ist unbe- N
kannt!
3. Gemiss Skizze. , Y
4. 3 Unbekannte (P, N, a), 3 Gleichungen. ' QQ
5. KB(x): —P+Gsina = 0, ~~ ‘{
KB(y): N—Geosa = 0, X
G
MB(C): P%—Na =0.
6. Unnotig.
7. P = Gsina,
N = Gcosa,
a = gtana.

8. Die Lénge a kann nicht grosser als //2 werden, ansonsten wiirde der Klotz kippen. Daraus folgt die Bedin-
gung

S~

|a Sé bzw. tana <

Zudem muss die Normalkraft positiv sein, also cosa >0, also —1/2 <a <n/2: Die schiefe Ebene darf
nicht iberhdngen.

Bemerkung: Drei Krifte in der Ebene

Beim obigen ebenen System greifen genau drei Kréfte an. Drei nichtparallele
Krifte in der Ebene kdnnen aber nur dann im Gleichgewicht sein, wenn sich

ihre Wirkunslinien in einem Punkt schneiden (weshalb?). Also muss die Wir- d

kungslinie der Normalkraft durch den gezeichneten Punkt gehen. Daraus kon- h/

nen wir auch geometrisch auf die Linge @ schliessen. Diese Uberlegung ist a|~ ~ \
manchmal praktisch, funktioniert aber bei mehr als drei Kréften nicht mehr. -
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Beispiel: Flaschenzug 7 %
Ein Motor mit Antriecbsmoment M treibt geméss der Skizze einen Fla-
schenzug an.
Wie gross muss M sein, damit die Last mit Gewicht G (gleichformig) ge-
hoben werden kann?
Diese Aufgabe scheint vorerst mit den Methoden der Statik nicht 16sbar
zu sein, da sich etwas bewegt. Wir werden aber in der Dynamik (Kapitel
3) sehen, dass Bewegungen von Korpern, bei denen sich die Kinemate
bez. des Massenmittelpunkts nicht dndert, zur Statik dquivalent sind.
7
Fiir die Losung kommen sowohl die Trennung des Systems und Lsung G
mit dem Hauptsatz der Statik als auch die direkte Anwendung des Prin-
zips der virtuellen Leistungen in Frage. Wir gehen zuerst nach unserem 2
h :

Schema vor 7, 7
1. Die Betrachtung des ganzen Systems niitzt uns nichts. Wir miissen

es in drei Teile trennen (siche Skizze).
2. Gemiss Skizze.

F,
3. Komponenten gemdss Skizze.
4. Total: 6 Unbekannte, 6 Gleichungen. g
5. 8,48, = G.S =5, S Y "
S3
$+8=F,8 =85,
S

Fy = —S, M = rS;. s,
6. Schon gemacht. G
7. 8, =8-=S8=9 mw="9

2 2
8. Das Resultat ist nicht sehr {iberraschend.
Bei der Anwendung des PdvL nehmen wir als virtuellen Bewegungszu- 7 77
stand einen wirklichen, z.B. gegeben durch die Rotationsgeschwindig-
keit w des Motors.
Zuerst muss die Kinematik gemadss der Skizze geldst werden. rwf
Nur das Gewicht und der Motor sind nicht leistungslos. Also erhalten rw
wir fiir die Leistung:
rw

P = Mw-ZL - 9.
2
Daraus wird

M="9
5

Kontrollfragen

1. Beschreiben Sie zwei verschiedene Wege, um Probleme der Statik anzupacken! Wann ist welcher Weg giins-

tiger?

2. Wie erhalten Sie fiir ein System aus mehreren starren Kdrpern geniigend Gleichungen, um alle Unbekannten

zu bestimmen?

3. Beschreiben Sie das Vorgehen bei der Losung von Statikaufgaben!
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Ubungen

1. Eine homogene quadratische Platte der Seitenldnge a und mit dem Gewicht G ist in ei-
nem Eckpunkt gelenkig gelagert. Finden Sie die Reaktionen im Gelenk sowie die Aus-
lenkung der Platte aus der Vertikalen, wenn wie skizziert am linken Eckpunkt eine
vertikale Last Q angreift!

2. Eine homogene, gleichseitige Dreieckplatte ist geméss der Skizze 7
reibungsfrei gelenkig gelagert und an einem Faden befestigt. Be-
stimmen Sie die Lagerkrifte, indem Sie fiir drei verschiedene Be-
zugspunkte die Momentenbedingungen formulieren! Kénnen Sie
erreichen, dass in jeder Gleichung nur eine Unbekannte auftritt?
Wie steht es, wenn der Faden nicht horizontal ist?

3. Die obige Dreieckplatte habe jetzt das Gewicht G, und sei an
Stelle des Fadens durch einen eingespannten Balken vom Gewicht
G, befestigt. Das untere Lager sei verschiebbar gemacht (wa-
rum?). Berechnen Sie fiir dieses System die Lagerkrafte!

2.7 Reibung

Lernziele

» Sie konnen die Gesetze fiir trockene Reibung und Rollwiderstand anwenden.

» Sie benutzen das Haftreibungsgesetz nur als Ungleichung in der Diskussion.

» Sie benutzen das Gleitreibungsgesetz, um eine zusitzliche Gleichung zu erhalten.

» Sie assoziieren den Rollwiderstand mit der Deformation der beteiligten Kdper und kénnen den Mechanismus
erkléren.

» Sie wissen, dass die besprochenen Gesetze fiir trockene Haft- und Gleitreibung empirisch gewonnen sind.

» Sie wissen, dass bei Luft- oder Fliissigkeitsreibung geschwindigkeitsabhdngige Terme vorkommen.

+ Falls Sie mit Lagerreibung konfrontiert werden, wissen Sie, wo Sie im Skript Informationen finden.

Wir haben bisher ausschliesslich reibungsfreie Bindungen betrachtet, d.h. solche, bei denen in
Richtung der zuldssigen Bewegungen keine Reaktionen auftreten. Dies ist natiirlich fiir viele
reale Systeme eine grobe Vereinfachung. Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt auch noch
die raue Berlihrung zweier Korper studieren.

Um in der Bindung eine vollstindige Dyname zu erhalten,
miissen zur Normalkraft /V (reibungsfreie Reaktion) noch eine
Reibungskraft F und ein Rollwiderstandsmoment (auch: Roll-
reibungsmoment) M, eingefiihrt werden. Diese sind in Rich-
tung der zuldssigen Bewegungen.

Falls der Berlihrungspunkt B momentan in Ruhe ist (v; = 0),
so nennen wir F Haftreibungskraft, ansonsten Gleitreibungs-
kraft. (Entscheidend ist die relative Geschwindigkeit des ma-
teriellen Punktes B des betrachteten Korpers im Vergleich zum materiellen Punkt der
Unterlage.)
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Im Fall der Haftung kann aus Experimenten empirisch das Haftreibungsgesetz abgeleitet wer-
den:

|F| < ol V] . (2.17)

Die Konstante u, heisst Haftreibungskoeffizient. Das Haftreibungsgesetz verkniipft also den
maximal mdglichen Betrag der Haftreibungskraft linear mit der Normalkraft. Die Haftrei-
bungskraft kann daraus nicht berechnet werden!

Bewegt sich andererseits der Berithrungspunkt (v, # 0), so gilt das Gleitreibungsgesetz:

|F| = p|N]. (2.18)

Diese Gleichung legt den Betrag fest. Die Richtung der Gleitreibungskraft ist immer entgegen-
gesetzt zur Bewegungsrichtung. Man nennt solche Krifte auch Widerstandskrifte. Die Kons-
tante u, heisst Gleitreibungskoeffizient. Aus dem Gleitreibungsgesetz konnen wir die
Gleitreibungskraft berechnen. Wenn die Geschwindigkeit des Beriihrungspunktes mit v, be-
zeichnet wird, so lésst sich das Gleitreibungsgesetz auch vektoriell schreiben als
v
F = N2
)

Falls sich die Unterlage bewegt, so muss fiir v; die Relativgeschwindigkeit beziiglich der Un-
terlage eingesetzt werden.

Das Gleitreibungsgesetz (2.18) ist fiir trockene Oberfldchen recht gut giiltig. Man spricht des-
halb von trockener Reibung oder auch Coulombscher Reibung. Sobald Fliissigkeiten oder
Gase involviert sind, wird die Sache komplizierter. Dann resultiert die Gleitreibung aus fluid-
dynamischen Effekten, die geschwindigkeitsabhdingig sind (Fliissigkeitsreibung, Luftrei-
bung). Wir beschrinken uns hier auf die trockene Reibung.

Die folgende Tabelle gibt einen Anhaltspunkt {iber ungefdahre Haft- und Gleitreibungskoeffizi-
enten. Die Grossen hdngen stark von den Details ab: Rauigkeit der Oberflichen, Schmier-
schicht etc.

Materialkombination Haftreibungskoeffizient u, | Gleitreibungskoeffizient i,
Stahl / Stahl 0.1 bis 0.5 0.1 bis 0.4

Stahl / Eis 0.02 bis 0.03 0.014 bis 0.015
Stahl / Teflon 0.04 0.04
Aluminium / Aluminium 1 1

Leder / Metall 0.4 bis 0.6 0.2 bis 0.3

Holz / Metall 0.5 bis 0.65 0.2 bis 0.5
Autoreifen / Strasse (trocken) 0.7 bis 0.9 0.5 bis 0.8

Ski / Schnee 0.1 bis 0.3 0.04 bis 0.2

Analog gilt fiir den Rollwiderstand im Fall der Ruhe das Rollwiderstandsgesetz (auch: Rollrei-
bungsgesetz):

|M| <, [N, (2.19)

mit der Rollwiderstandslinge (auch: Rollreibungslinge) u, (der Dimension einer Linge).
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Im Fall der Bewegung formuliert man das Gesetz iiblicherweise mit derselben Konstante p, :

M| = .|V . (2.20)

Analog zum Gleitreibungsgesetz muss M, entgegengesetzt zu w orientiert sein. Formal kon-
nen wir also im Fall der Bewegung auch schreiben:
w

M, = _ﬂlem

& FEs ist wichtig zu beachten, dass Haft- und Gleitreibung vollig verschieden behandelt wer-
den miissen:

* Im Fall der Ruhe muss die Reibungskraft (das Rollwiderstandsmoment) aus den Gleichge-
wichtsbedingungen bestimmt werden. Das Reibungsgesetz liefert nachtrdglich ein Krite-
rium dafiir, dass Ruhe wirklich moglich ist.

* Im Fall der Bewegung ist die Reibungskraft (das Rollwiderstandsmoment) durch die Nor-
malkraft und die Reibungskonstante bestimmt. Das Reibungsgesetz liefert hier eine zusdtz-
liche Gleichung.

Als ideal rau bezeichnet man eine Berithrung mit g, = oo, u, = 0. Ein gutes Zahnrad ist eine
(approximierte) Realisierung davon.

Bemerkung: Zur Bezeichnung «Rollwiderstand»

Wir wihlen bewusst die etwas uniibliche Bezeichnung «Rollwiderstand» statt «Rollreibungy». Oft wird ndmlich
der Rollwiderstand in unzuldssiger Weise mit dem Haften oder Gleiten in Verbindung gebracht. Dabei haben die
Effekte vollig unterschiedliche Ursachen und sind unabhéngig voneinander: Rollwiderstand ohne Haften/Gleiten
ist ebenso moglich wie Haften/Gleiten ohne Rollwiderstand. Zudem geht es beim Haften/Gleiten um Kréfte und
beim Rollwiderstand um Momente!

Bemerkung: Modell fiir den Rollwiderstand

Rechts ist nochmals das idealisierte Bild mit einer punktformigen Be-
riihrung gezeichnet.

Der Rollwiderstand tritt genau dann auf, wenn sich einer oder beide
beteiligten Korper deformieren. Dadurch wird aus dem Berithrungs-
punkt eine Beriihrungsfliche mit verteilten Normalkraften. Wir zeich-

nen deshalb eine Vergrosserung im Bereich des Beriihrungspunkts B n(x)
mit der unbekannt verteilten Normalkraftdichte {n(x)} .
Der Kréftemittelpunkt von {n(x)} liegt im unbekannten Abstand a L*
II S )

von B, die Kriftegruppe ist also statisch dquivalent zu einer Einzel-

kraft N* in diesem Punkt. Diese Einzelkraft wiederum ist statisch

dquivalent zu einer betragsmaéssig gleichen Einzelkraft N in B und ei- N*
nem Kriftepaar mit Moment

M, = aN. (2.21)

Dieses Moment ist das Rollwiderstandsmoment und die Kraft die
Normalkraft V.
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Im Fall der Ruhe ist die Lange a beschrinkt. Der Angriffpunkt der Normalkraft N* kann sicher nicht ausserhalb
der Beriihrungsflache liegen, das ist die absolute Limite. Im realen System wird sich der Korper schon vorher zu
bewegen beginnen, indem er oder die Unterlage sich laufend deformiert. Es gibt also einen maximalen Wert fiir a:

la| € a

max *

Also ist wegen (2.21)
M| = laN| = |alIN| < a,,,. [N .

Durch Vergleich mit (2.19) kénnen wir a,,,, mit der Rollwiderstandslinge u, identifizieren. Das Rollwider-
standsgesetz ist also verwandt mit der Kippbedingung, siehe Beispiel: Klotz auf schiefer Ebene auf Seite 65.

Fiir den Fall der Bewegung ist N* immer an der dussersten Grenze, also bei a,,,, . Das erklirt, weshalb beim Roll-
widerstand (in diesem Modell) bei Ruhe und Bewegung derselbe Koeffizient angenommen werden darf.

Aus dieser Modellbildung schliessen wir, dass die Rollwiderstandsldange stark von der Grosse des Kontakts ab-
hingt. Diese wiederum héngt von den Deformationen und der Geometrie der Korper (Kriimmungsradius etc.) ab.
Die Deformationen sind auch wieder von der Normalkraft abhéngig, eine vertrackte Sache! Also muss die Wahl
von y, sehr auf die konkreten Umstdnde angepasst werden, u, ist sozusagen «wenig konstant». Ganz im Gegen-
satz zu u, und y,, die bei trockenen Verhiltnissen und kleinen Geschwindigkeiten nur von den Materialien ab-
hingen (und nicht z.B. von der Normalkraft).

Beispiel: Rad auf schiefer Ebene

Eine homogenes Rad (Gewicht G, Radius r) liegt auf einer schiefen
Ebene (Neigungswinkel @, 0 < <90°). Unter welchen Bedingun-
gen bleibt es in Ruhe?

1. System: Rad.

2. Gemiss Skizze.

3. Gemiss Skizze.

4. 3 Unbekannte, 3 Gleichungen.
5. KB(x): Gsina—F =0,

KB(y): N-Gcosa = 0,

MB(O): M,~rF = 0.

6. Unnotig.
7. F = Gsina,
F
N = Gcosa,
M; = rGsina. M,

8. Wir haben in diesem Haftreibungsproblem alle Reaktionen be-
stimmt. Nachtriglich konnen wir nun untersuchen, wann Ruhe wirklich moglich ist.

Haftreibung: (|F| < yoN) <> (Gsina < u,Geosa) <> (tana < ) ,

Rollwiderstandsgesetz fiir Ruhe: (|M)] < u,N) <> (rGsina < u,Geosa) <> (tana < ’Lﬁ) .
- r
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Beispiel: Bremse

Wir betrachten eine in ihrem Zentrum gelagerte Rolle, auf die ein ge- L
méss der Skizze gelagerter Balken driickt. Einfachheitshalber neh- 7%
men wir an, dass Balken und Rolle gewichtslos seien. An der Rolle ﬂﬂf
greift ein Moment M an und am Balken eine Kraft P, so dass er als
Bremse wirkt (Gleitreibungskoeffizient u,, Rollwiderstandsldnge
Hy = 0). 2

Wie gross muss P sein, damit die Rolle mit konstanter Rotations-
schnelligkeit w rotiert?

Wie beim Beispiel mit dem Flaschenzug auf Seite 66 scheint diese
Aufgabe nicht zur Statik zu gehoren, da sich etwas bewegt. Wir wer-
den in der Kinetik sehen, dass auch diese gleichférmige Bewegung
mit den Methoden der Statik behandelt werden kann.

1. Wir betrachten Rolle und Balken sogleich getrennt und versu-
chen, nur das Notigste zu berechnen. * N

2. Die Schnittkriafte F und N sind geméss Skizze eingefiihrt. Die
Lagerkréfte sind nur angedeutet, da wir sie gar nicht berechnen - *

wollen.

3. Mit den Richtungen von F und N ist ein Koordinatensystem im- F
pliziert.

4. Wir haben gesamthaft 7 Unbekannte (P soll bestimmt werden, ist
also eine Unbekannte!) und 6 Gleichgewichtsbedingungen. Als
siebente Gleichung beniitzen wir das Gleitreibungsgesetz.

5. Wir lesen die fiir uns wichtigen Resultate aus der Zeichnung ab:

6. Schon gemacht.

7. Die Resultate der Gleichgewichtsbedingungen haben wir in Punkt 5 schon berechnet. Um aber die gesuchte
Beziehung zwischen M und P zu erhalten, miissen wir das Gleitreibungsgesetz (2.18) zuzichen:

F=uN.
Damit erhalten wir

_IM
3ur’

8. Beachten Sie, dass wir hier das Gleitreibungsgesetz wirklich als zusitzliche Gleichung gebraucht haben.

Beispiel: Rollwiderstand ohne Haft-/Gleitreibungskraft

Wir betrachten ein Rad (Gewicht G, Radius R), das auf einer perfekt glat- Ve
ten Unterlage (¢, = 0) mit konstanter Mittelpunktsschnelligkeit v rollt,
ohne zu gleiten. Es ist also v = Rw . Es konnte sich dabei um ein Einrad
oder um ein freigeschnittenes einzelnes Autorad auf Eis handeln. Im Ge-
gensatz zur Haft- oder Gleitreibung sei aber der Rollwiderstand nicht ver-
nachldssigbar (u, # 0). Das ist eine durchaus realistische Modellannahme. Ho =0 u,#0

Welche Krifte/Momente sind fiir zur Erfiillung der Gleichgewichtsbedin-
gungen und damit fiir die stationidre Bewegung notig?
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Wir schneiden frei und fiihren die Krédfte und Momente am Rad ein. Es
sind dies die Gewichtskraft G (im realen System erginzt durch die Ach-
senlast), die Normalkraft N und das Rollwiderstandsmoment M.

Die Komponentenbedingung in horizontaler Richtung ist erfiillt. Es miis-
sen also keinerlei Zugkréfte und Reibungskrifte vorliegen.

Die Komponentenbedingung in vertikaler Richtung ist auch erfiillt, falls
die Normalkraft betragsméssig mit der Gewichtskraft {ibereinstimmt. M
In einer Momentenbedingung, z.B. bez. des Beriihrungspunktes, steht M, N !

aber G und N haben kein resultierendes Moment. Also braucht es ein zu-

sitzliches Moment M, um die Rotation des Rades konstant zu halten. M ist das Moment, welches der Motor (oder
die Einradfahrerin) auf das Rad ausiibt. Ohne dieses Moment kdme die Rotation langsam zum Stillstand und das
Rad wiirde dann gleiten.

Hier sehen wir also, dass der Rollwiderstand auch vollig ohne Reibungskréfte moéglich ist. In der Realitét liegen
beliebige Kombinationen von Rollen/Haften/Gleiten vor. Alle lassen sich in Rahmen unserer Modelle einfach dis-
kutieren.

Beispiel: Auto am Berg

Wir wollen nun ein Beispiel betrachten, bei dem das Prinzip der
virtuellen Leistungen niitzlich ist: Ein Auto (Gewicht G) fahrt
mit der Schnelligkeit v eine gerade Strecke mit Neigungswinkel
a hinauf (Ja| <90°). Der Hafireibungskoeffizient zwischen
den Rddern und der Unterlage sei y,, die Rollwiderstandslange

M-

Wie gross muss das Antriecbsmoment auf die Hinterachse sein,
damit die Schnelligkeit v konstant bleibt? Welches ist bei gege-
benem pu, die maximale Steigung, welche bewiltigt werden
kann?

Unser (erstes) Modell ist sehr einfach. Wir betrachten ein ebe-
nes System, bestehend aus zwei Rédern (Radius ) und dem
Wagenkasten, den wir als massiven Balken modellieren. Der
Massenmittelpunkt des Gesamtsystems hat die skizzierte Lage. Das Antriebsmoment wirkt auf die Hinterachse,
die Vorderachse sei reibungsfrei. Die Réder rollen, ohne zu gleiten. Wir nehmen an, dass wir die Methoden der
Statik auf die gleichformige Bewegung anwenden konnen.

1. Wir betrachten vorerst das Gesamtsystem bestehend aus
den Ridern und dem Wagenkasten.

2. Die Krifte am System sind in der Skizze eingetragen. Spe-
ziell interessant ist hier das Antriecbsmoment M, welches
am Gesamtsystem ein inneres Moment (Kriftepaar) ist: Es
wirkt am Hinterrad (im Uhrzeigersinn) und die Reactio dar-
auf am Wagenkasten. In den Gleichgewichtsbedingungen
des Gesamtsystems addieren sich die beiden Momente zu
null. In den Gleichgewichtsbedingungen des Hinterrades
allein oder des Wagenkastens ist das Antriebsmoment bzw. e,
seine Reactio ein dusseres Moment. Im PdvL kann es, je
nach virtuellem Bewegungszustand, etwas leisten oder
nicht.

3. Siehe Skizze.

4. Wir haben sieben Unbekannte: M, Fy, F,, Ny, Ny, My , M, . Am Gesamtsystem stehen uns drei Gleichge-
wichtsbedingungen zur Verfiigung. Dazu kommen zwei Gleichungen, die wir durch Trennen des Systems er-
halten. Zudem geniigen die zwei Rollwiderstandsmomente dem Rollwiderstandsgesetz (2.20). Also haben
wir auch sieben Gleichungen. Das System statisch bestimmt.
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5.

Gleichgewichtsbedingungen am Gesamtsystem:

KB(x): Fi+F,—Gsina = 0,

KB(y): N+ N,—Gceosa = 0,

MB(O): My +Mp+ (a+b)N,—(acosa —rsina)G = 0,
Rollwiderstandsgesetz: M;; = ,N;, Mp = u,N, .

Wir sehen, dass mit der Komponentenbedingung in y-Richtung, der Momentenbedingung und den Rollwider-
standsgesetzen die Normalkréfte und die Rollwiderstandsmomente berechnet werden konnen (vier Gleichun-
gen, fir vier Unbekannte). Es fehlen also neben der Komponentenbedingung in x-Richtung noch zwei
Gleichungen fiir die Haftreibungskréfte und das Antriebsmoment.

Zuerst formulieren wir z.B. eine Momentenbedingung fiir das nur aus dem Hinterrad bestehende System (um
den Lagerungspunkt). Die Lagerkrédfte kommen in dieser Momentenbedingung nicht vor (sie wéaren neue Un-
bekannte), hingegen das Antriebsmoment:

FE My —M = 0.

Nun wollen wir — statt einer weiteren Gleichgewichtsbedingung (z.B. einer Momentenbedingung fiir das Vor-
derrad) — das PdvL fiir den wirklichen Bewegungszustand formulieren. Daraus erhalten wir ndmlich sehr
rasch eine Antwort auf unsere eigentliche Frage nach dem Antriebsmoment M. Bei diesem Bewegungszu-

stand rollen beide Rader mit der Rotationsschnelligkeit w = v/r um ihre jeweiligen Auflagepunkte, und der
Wagenkasten macht eine Translationsbewegung mit der Schnelligkeit v. Die Normal- und die Haftreibungs-
krifte leisten also nichts. Hingegen leisten die Rollwiderstandsmomente —wM,, bzw. —wM,, und die Ge-

wichtskraft —vGsina .

Interessant und lehrreich ist die Leistung des Antriebsmoments: Das (fiir das Gesamtsystem) innere Moment
am Hinterrad leistet bei der Rotation des Hinterrades wM , wihrend die Reactio dazu, also das Moment am

Wagenkasten, bei der Translation des Wagenkastens nichts leistet. Die Gesamtleistung ist also fiir die statio-
nire Bewegung

P = 7wa1 7({)M/27 VGSIHQ' + CUM = 0 .
Die aus der Leistungsrechnung gewonnene Gleichung 16st sofort unsere erste Fragestellung:
M = My+Mpj+ Grsina.

Das Antriecbsmoment muss also die Rollwiderstandsmomente «kompensieren» und fiir die Uberwindung der
Gewichtskraftkomponente in Fahrtrichtung sorgen.

Die Auflosung der Gleichungen nach allen Unbekannten ergibt schliesslich:

G . G .
N, = a_+b((b + uy)cose + rsina), N, = a+b((a—u2)cosa—rs1na),

Gu,
atb

G . .
M, = T“Z((b + u,)cosa + rsina), M, = ((a—py)cosa —rsina) ,
a

M = G(u,cosa +rsina),

G .
F, = m(‘%(a—pz)cosa+(a+b—,u2)sma> ,F, =

G
atb

(’L—;g(/lz —a)cosa + ,uzsina) .

Um die maximale Steigung zu ermitteln, miissen wir die Positivitit der Normalkréfte und die Haftreibungsge-
setze liberpriifen. Eigentlich geniigt es, die Haftreibungsgesetze zu betrachten, weil diese bei negativer Nor-
malkraft automatisch verletzt sind. In unserem Beispiel ist aber das interessante Haftreibungsgesetz (am
Antriebsrad) etwas uniibersichtlich. Deshalb betrachten wir separat auch die etwas einfacheren Ungleichun-
gen fiir die Normalkréfte.

Beim Antriebsrad erhalten wir
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(b+ ) '

7

(b+uy)cosa +rsina 20, bzw.: tana > —

Diese Ungleichung kann nur bei einer Talfahrt (@ < 0) verletzt werden. Dann entspricht sie dem Kippen des
Fahrzeugs, weil die Wirkungslinie der Gewichtskraft vor dem Angriffspunkt der Normalkraft des Rades zu
liegen kommt. (Das Rollwiderstandsmoment kann als Verschiebung des Angriffspunktes der Normalkraft
verstanden werden.)

Beim frei laufenden Rad haben wir eine analoge Bedingung fiir Fahrbahnkontakt (N, > 0), welche nur bei
Bergfahrt verletzt werden kann:

. a-
(a—py)cosa —rsina =0, bzw.: tana < .
r

An diesem Rad koénnen wir das Haftreibungsgesetz einfach diskutieren, es ist namlich

F, = Hy,.
r
Das bedeutet einerseits, dass die Reibungskraft nicht in die eingezeichnete Richtung, sondern entgegen der

Fahrtrichtung zeigt. Das entspricht auch der Intuition, weil die Haftreibungskraft hier dafiir sorgen muss, dass
sich das durch den Rollwiderstand gehemmte Rad dreht. Die Haftreibungsbedingung |F,| < uoN, reduziert

sich auf p, > u,/r, was wohl meistens gegeben ist.

Am Antriebsrad ergibt sich, wenn wir ', als positiv annehmen:

brig + ps(—a+rug + )
r(a+b—ru,—p)

tana <

In dieser Ungleichung ist sowohl die Lage des Massenmittelpunktes als auch der Haftreibungskoeffizient

wichtig.

In reibungsbehafteten Gelenken tritt Lagerreibung auf. Hier be-
trachten wir den Lagermittelpunkt als Bezugspunkt und fiihren 7
dort eine vollstindige Dyname ein, bestehend aus der Zapfen-
kraft mit Komponenten 4 und B und dem Moment M,. Der La-
gerradius sei r,. Die Reibungsgesetze verbinden das
Reibungsmoment A, mit der Zapfenkraft. Thre Herleitung ist
einfach, sie enthilt aber eine starke Vereinfachung:

r;

Man betrachtet die Kontaktstelle von Lagerhiilse und Zapfen
und zerlegt die dort auftretende Kraft in eine Normal- und eine
Reibungskraftkomponente. Das Haft- (2.17) bzw. Gleitrei-

bungsgesetz (2.18) liefert direkt einen Zusammenhang zwischen den beiden Komponenten.

Wenn man darin die Normalkraft mit der gesamten Zapfenkraft identifiziert, so ergibt sich
+ 1im Fall der Ruhe:

|M| < porinJA* + B2, (2.22)
+ im Fall der Bewegung:
M, = *tu,rJA* + B*. (2.23)

Kontrollfragen

1. Beschreiben Sie die Reibungsgesetze!
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2. Liefert das Haftreibungsgesetz eine Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten?

3.

Liefert das Gleitreibungsgesetz eine Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten?

4. Wie sehen die Reibungsgesetze in Lagern aus?

Ubungen
1.

Ein Balken (Gewicht G, , Lange /) liegt links auf einer rauen
Unterlage (Haftreibungskoeffizient u,,, kein Rollwider-
stand) und rechts auf einer rotierenden Scheibe (Radius R,
Haftreibungskoeffizient wu,, zwischen Scheibe und Balken,
Gleitreibungskoeffizient y,,, kein Rollwiderstand). Berech-
nen Sie die am Balken auftretenden Krifte, wenn dieser im
Abstand a von seinem linken Ende auf der Scheibe aufliegt.
Wie gross darf a sein?

Diskutieren Sie das obige System, falls die Scheibe in Ruhe ist und im Lager keine Reibung herrscht!

Diskutieren Sie das obige System, falls die Scheibe (Gewicht G,) in Ruhe, die linke Auflage reibungsfrei
und das Lager der Scheibe mit Reibung behaftet ist (Lagerradius r,, Haftreibungskoeffizient im Lager pi;)!

Drei homogene, gleichseitige Dreieckplatten (Gewicht G, Seitenldngen /) o

sind paarweise in einer Ecke reibungsfrei gelenkig verbunden. Das Sys-

tem wird mit drei Ecken so auf eine horizontale Ebene gestellt, dass seine P
Projektion auf die Ebene als regulédres Sechseck erscheint (siehe Skizze).
Neben den Gewichtskriften wirkt die horizontale Kraft vom Betrag P.
Der Haftreibungskoeffizient zwischen den Ecken des Systems und der
Ebene ist u,> +/2/4, die Rollwiderstandslinge null. Fiir welche Werte

der Last P ist Ruhe mdglich? Ho Ho
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Kapitel 3: Dynamik

Bei einem starren Korper wissen wir, dass er genau dann in Ruhe bleibt, wenn an ihm ein Null-
system angreift; jede andere Kriftegruppe wird ihn bewegen. In der Kinetik stellt man sich die
Frage nach dem Zusammenhang zwischen den angreifenden Kréften (bei einem starren Korper
also der Dyname) und seiner Bewegung (Kinemate). Es stellt sich heraus, dass die Kréfte mit
der Anderung des Bewegungszustandes zusammenhiingen, also mit der Anderung der Ge-
schwindigkeiten, also mit den Beschleunigungen.

Das Studium der Beschleunigungen und Geschwindigkeiten bezeichnet man als Kinematik
(Geometrie der Bewegungen). Die Gebiete der Kinetik und der Kinematik zusammen werden
auch als Dynamik bezeichnet.

3.1 Beschleunigung

Lernziele

» Sie konnen die Beschleunigung in kartesischen Koordinaten berechnen.

+ Sie konnen die Formel fiir die Beschleunigung in Zylinderkoordinaten anwenden.

» Sie konnen die radiale und tangentiale Komponente der Beschleunigung bei einer Kreisbewegung aus dem
Kopf anschreiben und erkliren.

Zum Verstindnis der Bewegung von materiellen Punkten brauchen wir nicht nur die Ge-
schwindigkeit v sondern auch deren Ableitung, die Beschleunigung a.

a=v=F. (3.1)
In kartesischen Koordinaten erhalten wir fiir die Beschleunigung sofort
a = Xe t+je tze,. 3.2)
Beispiel: Rollendes Rad
Wir haben auf Seite 7 die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeit y

des Punktes P schon berechnet:

x = R(¢—sinyp),

v, = % = Rp(1 - cosg), &
7

y = R(1-cosp), 0

7, X

N

v, =y = Rgsing.
Die Beschleunigungskomponenten ergeben sich durch nochmaliges Ableiten:

a, =% = Rp(1 —cosy) + Rp?*sing,
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a, =y = Rpsing + Rp*cosep.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, falls die Rotationsschnelligkeit ¢ = w konstant ist. Dann vereinfachen sich
die Beschleunigungskomponenten zu

a, = X = Rw?sing,
a, = j = Rw?cosy.
Der Betrag der Beschleunigung ist in diesem Fall konstant:
la| = Rw?.

Wir beachten speziell, dass der Auflagepunkt des Rades (¢ = 0) zwar momentan in Ruhe ist, aber trotzdem eine
nichtverschwindende Beschleunigung hat!

Wie schon die Geschwindigkeiten (sieche Seite 8) sind auch die Beschleunigungen in nicht-kar-
tesischen Koordinaten wesentlich komplizierter als (3.2). Trotzdem ist es sinnvoll, die Koordi-
naten dem Problem angepasst zu wéhlen, da die einmal berechneten Formeln fiir die
Beschleunigungen bei jeder weiteren Rechnung mit denselben Koordinaten nur noch einge-
setzt werden miissen.

Wir beschrinken uns hier auf die Zylinder- und die daraus einfach ableitbaren Polarkoordina-
ten.

Beschleunigung in Zylinderkoordinaten:

Wenn wir die Koordinaten-Einheitsvektoren in kartesi-
schen Koordinaten schreiben, so konnen wir auf einfache
Weise deren Ableitungen berechnen:

e, = cosye, t singe,,
e, = —singe, + cosye,

und erhalten damit

e, = pe,,
€, = —9¢,,
e, = 0.

Die Geschwindigkeit haben wir in (1.6) schon berechnet:
v = pe,tppe, +ze,.
Nochmaliges Ableiten liefert:
a=v=7F=pe,t+pe,+ppe,+ppe,+ppe,+ze +:ze,,

a = (p—pgDe,+ (pi+2pple, +Ze.. (33)
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Beschleunigung in ebenen Polarkoordinaten: y

Um aus (3.3) die Formeln fiir Polarkoordinaten zu erhalten, miissen €,
wir p durch r ersetzen und z konstant halten. Die Geschwindigkeit

i . e,
hatten wir auch schon in (1.8) e
r
v = 1e,trpe,.
@ X
Die Beschleunigung wird
a = (F—r@?)e, + (rp+2ip)e, . (3.4)
Beispiel: Kreisbewegung y
Als Spezialfall von (3.4) kommt in vielen Anwendungen die Kreisbewegung ] e,
vor. Um die Beschleunigung zu erhalten, miissen wir » konstant halten:
e,
r = konst. .
. . . . . . r
Hier ist die Geschwindigkeit
. ¥ X
v = roe, I
und die Beschleunigung
a = —roe. trie,. (3.9

Die Beschleunigung bei einer Kreisbewegung hat also eine radial nach innen gerichtete Komponente vom Betrag

2

. v
re? = ¥
r

und eine tangentiale (in positiver ¢-Richtung positiv gerechnet) vom Betrag ¢ . Dieser Sachverhalt gehort zur
minimalen Mechanik-Bildung und sollte jederzeit «aus dem KopfH» verfiigbar sein!

Kontrollfragen

1. Wie ist die Beschleunigung definiert?

2.  Welches sind die Komponenten des Beschleunigungsvektors in kartesischen Koordinaten?

3. Welches sind die Komponenten der Beschleunigung in ebenen Polarkoordinaten?

4. Welches sind die Komponenten der Beschleunigung fiir eine gleichférmige Kreisbewegung?
5

Wann fillt man im Tram beinahe um?

Ubung

1. Zeigen Sie, dass bei der Bewegung
x(t) = vytcosa,
() =0,

z(t) = votsina — ‘%tz

(schiefer Wurf) der Beschleunigungsvektor konstant ist. Bestimmen Sie Wurfhohe und Wurfweite in Funk-
tion der Anfangsschnelligkeit v, und der Elevation «!
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3.2 Tragheitskrafte, Prinzip der virtuellen Leistungen

Lernziele

» Sie konnen Trégheitskréfte von wirklichen Kriften unterscheiden und kennen deren Definition.
* Sie kennen das Prinzip der virtuellen Leistungen als Grundlage fiir die Kinetik.

* Se konnen die besprochenen Beispiele ihrem Banknachbarn erkléren.

* Sie konnen Inertialsysteme charakterisieren.

Ausgangspunkt ist unser bewéhrtes Prinzip der virtuellen Leistungen (2.13). Damit wir auch
beschleunigte Bewegungen einbeziehen konnen, miissen wir — nach einer Idee von d’Alembert
(1743) — fiktive Trégheitskrdfte einfithren. Wir definieren vorerst die Trigheitskraftdichte:

17 = —pa. (3.6)
Die darin auftretende spezifische Masse p (Dichte, Masse pro Volumeneinheit) ist eine charak-

teristische Grosse der Materie. Sie ist eine Funktion des Ortes: p = p(r) . Fiir ein infinitesima-
les Volumenelement dV konnen wir ein infinitesimales Element der Trigheitskraft berechnen:

dF" = —padV = —adm. (3.7)

& Die Trigheitskrdfte sind fiktive und nicht reale Krdfte. Sie verletzen das Reaktionsprinzip!

Bei virtuellen Bewegungen (die wieder keinen Zusammenhang mit den wirklichen Bewegun-

gen haben miissen!) lassen sich auch fiir die Trigheitskréfte virtuelle Leistungen berechnen.
. . . . t

Wir bezeichnen sie mit P !

Mit diesen Definitionen ldsst sich das PdvL folgendermassen verallgemeinern:

Prinzip der virtuellen Leistungen

Die Gesamtleistung aller wirklichen Krifte und aller (fiir die Beschleunigungen der wirkli-
chen Bewegung berechneten) Tragheitskréfte verschwindet fiir jeden virtuellen Bewegungs-
zustand.

Formal konnen wir diesen Sachverhalt auch so formulieren:

P(l’) + P(a) + P(t)

=0, V{v}| (3.8)

Wie schon die urspriingliche Formulierung (2.15) des PdvL lésst sich auch (3.8) nicht herlei-
ten, sondern nur mit Experimenten an der Natur bestétigen (oder verwerfen).

Alternativ dazu konnten wir aber z.B. auch vom Newtonschen Gesetz ausgehen (siche Ab-
schnitt 3.3 auf Seite 80), und historisch ist das PdvL daraus entstanden. Der Vorteil des PdvL
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gegeniiber dem Newtonschen Gesetz liegt darin, dass es sofort auch fiir starre oder deformier-
bare Korper, Fliissigkeiten, Gase etc. anwendbar ist.

Weil wir das Prinzip der virtuellen Leistungen nur fiir theoretische Uberlegungen verwenden
werden, verzichten wir auf ein konkretes Anwendungsbeispiel.

Wir beachten aber schon hier, dass bei verschwindenden Beschleunigungen, also z.B. im Fall
der Ruhe, auch die Tragheitskrifte (3.6) bzw. (3.7) verschwinden. Dann ist also auch ihre vir-
tuelle Leistung null. Und damit erhalten wir als Spezialfall das aus der Statik bekannte Prinzip
(2.15) zuriick.

Auch geradlinig gleichférmige Bewegungsanteile (v = konst. im ruhenden System, z.B. be-
ziiglich der Sonne) liefern keinen Anteil an die Tragheitskréfte, da die Beschleunigung a in
(3.6) bzw. (3.7) verschwindet. Umgekehrt betrachtet spielt es also auch keine Rolle, wenn sich
das Bezugssystem mit (vektoriell) konstanter Geschwindigkeit bewegt. Alle mit konstanter
Geschwindigkeit bewegten Systeme sind also gleichwertig und liefern dieselben Gleichungen.
Sie heissen Inertialsysteme.

Inertialsysteme konnen alternativ dazu auch durch die Eigenschaft definiert werden, dass in ih-
nen das PdvL gilt. Dann braucht man den problemtischen Begriff des ruhenden Systems nicht.

Aus (3.7) und (3.8) sehen wir auch, dass masselos modellierte Teilsysteme keinen Beitrag zur
virtuellen Leistung der Trigheitskréfte P liefern. In masselosen Teilsystemen kann also mit
den Methoden der Statik gerechnet werden. Diese Modellannahme vereinfacht die Rechnun-
gen erheblich, muss aber natiirlich gerechtfertigt sein (siche Beispiel: Zwei Korper auf Seite
88).

Kontrollfragen

1. Wie ist die Tragheitskraftdichte definiert?

2. Wie berechnet sich ein differentielles Element dF"” der Trigheitskraft?

3. Wie lautet das Prinzip der virtuellen Leistungen in seiner verallgemeinerten Form (fiir Bewegungen)?
4

Hingen die in den Trigheitskriften vorkommenden Beschleunigungen mit den im PdvL verwendeten Ge-
schwindigkeiten zusammen?

5. Was ist ein Inertialsystem?

3.3 Newtonsches Bewegungsgesetz

Lernziele

» Sie wissen, wann ein System als Massenpunkt modelliert werden kann.

» Sie konnen mit dem Newtonschen Bewegungsgesetz Anfangswertprobleme fiir Massenpunkte und Systeme
von Massenpunkten herleiten sowie Bindungskréfte berechnen. Dabei verwenden Sie zielfiihrende Losungs-
schritte (von der Modellbildung iiber das Freischneiden, das Aufstellen von kinematischen Relationen, das
Newtonsche Bewegungsgesetz bis zur Diskussion der Resultate).

» Sie kennen die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen, die bei konstanten oder auslenkungspro-
portionalen Kréften entstehen.
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Wir werden nun das PdvL auf Massenpunktmodelle anwenden und daraus das Newtonsche
Gesetz herleiten.

Ein Massenpunkt ist ein Korper, der sich (fiir eine gegebene Problemstellung) als materieller
Punkt modellieren ldsst. Dazu miissen zwei Bedingungen erfiillt sein:

+ eventuelle Rotationen und Deformationen des Korpers interessieren nicht,
» eventuelle Rotationen und Deformationen des Korpers verdndern die Resultierende der &u-
sseren Krifte nicht.

Wir reduzieren alle am Massenpunkt angreifenden Kréfte auf ihre Dy-
name, wobei nur die Resultierende R der dusseren Kréfte eine Rolle spie-
len wird. Die Tragheitskraft am Massenpunkt ergibt sich durch Integration
iiber den materiellen Punkt zu

F" = de(’) = —Iadm = -ma.

Wir werden in Abschnitt 3.4 sehen, dass das Integral iiber die Tragheitskraftelemente auch bei
einem ausgedehnten Korper so berechnet werden kann, sofern man den Massenpunkt im Mas-
senmittelpunkt des Korpers ansetzt.

Fiir alle virtuellen Translationen mit Geschwindigkeit v muss also

@) . @ | 50

P +P +P = (R-ma)-v=0

sein. Weil v beliebig gewiihlt werden kann, folgt daraus das Newtonsche Gesetz

| ma =R | (3.9)

Die Vektoren der Beschleunigung und der Resultierenden sind also in Tat und R
Wahrheit parallel, so wie rechts skizziert.

& [In dieses Gesetz geht die Resultierende der wirklichen dusseren Krdfte ein. In
diesem Kontext gibt es keine Trigheitskrdfte mehr!

Newton (1642-1727) hatte in seiner Arbeit die Anderung des Impulses p = mv betrachtet:
d :
—(mv) = p=R.
7 t(m )=p

Dieser Ansatz hat sich bei relativistischen Berechnungen als sehr niitzlich erwiesen.

Um die Losung der Bewegungsdifferentialgleichung (Bewegungsgleichung) eindeutig fest-
zulegen, braucht man auch noch Anfangsbedingungen:

r(0) = ro und #(0) = v,. (3.10)

Das Newtonsche Gesetz definiert also mit den Anfangsbedingungen (3.10) zusammen ein An-
fangswertproblem.
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Beispiel: Quader auf rauer, schiefer Ebene

Ein Quader der Masse m wird zur Zeit ¢t = 0 auf einer schiefen Ebe-
ne (Neigungswinkel «, trockene Reibung mit Haftreibungskoeffizient
HUo < tana und Gleitreibungskoeffizient u, < u,) aus der Ruhe losge-
lassen. Wegen des kleinen Haftreibungskoeffizienten wird der Korper
zu rutschen beginnen (siehe Beispiel: Rad auf schiefer Ebene auf Seite
70).

Wir nehmen an, dass der Korper in einer ebenen Bewegung gleitet
und nicht umkippt. Dann spielt der genaue Angriffpunkt der Kréfte (v.a.: Normalkraft) keine Rolle und das Mo-
dell eines Massenpunkts ist angebracht.

Unsere Koordinaten wéhlen wir so, dass der Massenpunkt zur Zeit # = 0 im Ur-
sprung O liegt. Dann zeichnen wir in einer beliebigen Lage die am Korper angrei-
fenden dusseren Krifte (siche Skizze): Gewichtskraft (Betrag mg), Normalkraft
(N), Gleitreibungskraft (F). Der genaue Angriffspunkt der Normalkraft kann und
soll uns in diesem Massenpunktmodell nicht interessieren. (In der Dynamik ist es
sinnvoll, die Gewichtskraft direkt als Masse () mal Erdbeschleunigung (g) zu
schreiben, weil die entstehenden Gleichungen oft mit m gekiirzt werden konnen.)

Nun formulieren wir das Newtonsche Gesetz (3.9) komponentenweise in x- und y-
Richtung. In x-Richtung ist die Beschleunigungskomponente eine Unbekannte:
a, = X. Die rechte Seite der Gleichung besteht aus den x-Komponenten der beiden Krifte. Also ergibt sich

mX = mgsina—F. (3.11)

In y-Richtung ist die Bewegung an die schiefe Ebene gebunden. Die y-Koordinate ist also konstant und deshalb
verschwindet die Beschleunigung: a, = 0. Also haben wir

0 = N-mgcosa,
bzw.
N = mgcosa . (3.12)

Gleichung (3.11) in der ungebundenen Richtung wird uns erlauben, die unbekannte Bewegung des Systems, also
x(t) zu bestimmen. Gleichung (3.12) entspricht der Statik und liefert nichts Neues (siche Abschnitt 3.2).

Welches sind die Unbekannten in unserem Problem? Genau wie in der Statik kennen wir die Bindungskréfte N
und F nicht. Zudem ist aber auch die Bewegung x(¢) des Korpers unbekannt. Damit liegen also drei Unbekannte
vor. Bisher haben wir zwei Gleichungen (eine Differentialgleichung und eine algebraische Gleichung). Als dritte
Gleichung kénnen und miissen wir noch das Gleitreibungsgesetz (2.18) zuziehen. Zusammen mit (3.11) ergibt
sich

F =puN=pumgcosa. (3.13)
Damit sind die Kréfte 7 und N bestimmt.
Nun konzentrieren wir uns auf das Neue. Mit eingesetztem Resultat (3.13) sagt (3.11):
mX = mgsina — y;mgcosa . (3.14)

Das ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (wegen der zweiten Ableitung), welche die Beschleunigung X
mit den Kréiften verkniipft. Wir nennen sie Bewegungsdifferentialgleichung oder Bewegungsgleichung. Nach
einer Division durch m (siehe die unten stehende Bemerkung) vereinfacht sich die Gleichung noch weiter:

X = g(sina—pu,cosa). (3.15)

Geméss der Voraussetzung u, <y, < tana ist der Klammerausdruck auf der rechten Seite positiv, die Beschleuni-
gung also immer positiv. Die Situation in Gleichung (3.15) ist speziell einfach, weil die Kréfte nicht von x oder x
abhingig sind; auf der rechten Seite steht eine Konstante. Deshalb kdnnen wir beide Seiten der Gleichung zwei-
mal nach der Zeit integrieren:

x(t) = ‘g(sina—ylcosa/)t2 +ctte,.
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Die beiden Integrationskonstanten ¢, und ¢, sind durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Geméss Vorausset-
zung ist ndmlich

x(0) = 0 und X(0) = 0.
Daraus folgt, dass
¢, =0undc, =0

sein muss, womit sich die Bewegung
x(t) = %( sina — y, cosa)t2

ergibt.

Bemerkung

Die Massen m links und rechts in Gleichung (3.14) haben eigentlich eine verschiedene Bedeutung: Links steht die
trige Masse, welche zur Tragheitskraft gehort; rechts aber steht die schwere Masse, welche zum Gravitationsge-
setz gehort. Schon Newfon suchte experimentell nach einem Unterschied zwischen diesen beiden Grdssen — und
fand keinen. Eétvés konnte 1889 zeigen, dass das Verhéltnis der beiden Massen fiir verschiedene Substanzen
héchstens 10~ von eins abweicht; modernere Messungen haben diese Schranke noch wesentlich verkleinert. Ein-
stein postulierte in seinem Aquivalenzprinzip die Gleichheit der beiden Massen. Das ist ein Hauptfundament der
Allgemeinen Relativititstheorie (1916).

Beispiel: Mathematisches Pendel

Ein kleiner starrer Korper der Masse m ist an einem masselosen (undehnbaren)
Faden der Lénge / befestigt. Wir nehmen an, die Bewegung finde reibungsfrei in
einer Vertikalebene statt. Weil Rotationen und Deformationen des Korpers nicht
interessieren und keine wesentliche Wirkung auf die Resultierende Kraft haben,
modellieren wir den Korper als Massenpunkt.

Gesucht ist seine Bewegung.

Wir zeichnen das System in einer beliebigen Lage beschrieben durch den Winkel
¢. Der Massenpunkt bewegt sich auf einer Kreisbahn. Deshalb kennen wir die
Komponenten seiner Beschleunigung in tangentialer (e,) und radialer (e,)
Richtung, siche (3.5):

a, = 1o,
a, = —lp*.
€,
Als Krifte greifen am Korper die Gewichtskraft G' (vertikal nach unten vom Be-
trag mg ) und die unbekannte Fadenkraft § an.
Jetzt formulieren wir das Newtonsche Gesetz in tangentialer und radialer Rich-
tung:
mlp = —mgsing, (3.16)
-mlp? = mgcosp—S. (3.17)

Die erste Gleichung ist als Bewegungsdifferentialgleichung zu interpretieren, aus der man (bei gegebenen An-
fangsbedingungen) im Prinzip die unbekannte Funktion ¢(#) bestimmen kann. Meist dividiert man durch m und /
und schreibt

¢+él’sin¢ =0. (3.18)
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Falls es gelingen wiirde, ¢(#) einfach zu ermitteln, so konnte man die Funktion ableiten und quadrieren und aus
(3.17) den Zeitverlauf der Fadenkraft S(¢) berechnen:

S(t) = mgcosp + mlg?. (3.19)

Leider ist die Differentialgleichung (3.18) aber nichtlinear; ihre Diskussion wiirde den Rahmen dieser Vorlesung
sprengen. Nur zwei sehr spezielle, nimlich konstante, Lésungen sind sofort ersichtlich:

@() = ¢ = 0 und ¢(1) = ¢, = 7.
Das sind die beiden Ruhelagen des Systems.

Ansonsten miissen wir uns mit einer approximativen Losung begniigen, welche fiir kleine Auslenkungen (¢<<1)
Sinn macht. In diesem Fall kdnnen wir sing durch ¢ selbst approximieren und erhalten mit der Abkiirzung

w? =8
/
die viel einfachere, lineare Differentialgleichung:
ptwie =0. (3.20)

Diese Differentialgleichung wird z.B. durch die Funktionen sinwt¢ und coswt geldst, wie man durch zweimali-
ges Ableiten nach der Zeit und Einsetzen in (3.20) verifizieren kann. Auch wenn wir die beiden Ansatzfunktionen
mit Konstanten multiplizieren und zueinander addieren, 16st diese Linearkombination immer noch (3.20). Als all-
gemeine Losung kénnen wir also eine harmonische Schwingung der Form

@(t) = c,cos(wt) + ¢,sin(wt) (3.21)
ansetzen.

Erst bei gegebenen Anfangsbedingungen fiir Winkel und Winkelschnelligkeit wird die Losung eindeutig, d.h., die
Konstanten ¢, und ¢, sind durch Gleichungen festgelegt. Wir wéhlen z.B.

®(0) = ¢ und ¢(0) = 0 (3.22)
und erhalten dann
¢, =¢poundc, = 0.
Die Schwingung hat in diesem Fall die Amplitude ¢, und wird beschrieben durch die Zeitfunktion

@(1) = @ocos(wi). (3.23)

w = J% (3.24)

heisst Kreisfrequenz der Schwingung. Aus (3.23) oder (3.21) sehen wir, dass die Periode T einer Schwingung

Die Grosse

ro 2

w
betrégt. Fiir kleine Auslenkungen ist die Periode — etwas iiberraschend — unabhdngig von der Anfangsauslenkung
@, ; darauf beruht die Funktion von Pendeluhren. Fiir grosse Auslenkungen stimmt das allerdings nicht: Wir kon-
nen annehmen, dass wir statt des Fadens einen Stab mit vernachldssigbarer Masse haben, der auch Druckkréfte
aufnehmen kann. Dann ldsst sich mathematisch zeigen, dass die Periode beliebig gross gemacht werden kann, in-

dem man ¢, nahe bei 7 wihlt. Auch experimentell ist die Zunahme der Periode mit der Auslenkung offensicht-
lich.

Bei gegebenem ¢(¢) konnen wir ¢(¢) berechnen, in (3.19) einsetzen und damit S ermitteln:

S(t) = m(lw*pgsinwt + gcosyp) = mg(pisin’wt + cos(pycoswt)) .
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Beispiel: Federschwinger

Eine (lineare) Feder {ibt bei einer Verlangerung um §/ aus der ungespannten Lage eine Kraft vom Betrag
|F| = c|ol] (3.25)

auf den Korper aus, an dem sie befestigt ist. Bei einer Verldngerung (6/ > 0) ist die Kraft am Koérper in Richtung
Feder gerichtet: die Feder zieht am Kdorper. Bei Verkiirzung der Feder (67 < 0 ) wirkt die Kraft von der Feder weg:
die Feder driickt auf den Korper. Gleichung (3.25) ist das (lineare) Federgesetz, die Konstante ¢ heisst Federkon-
stante oder Federsteifigkeit.

Wir betrachten einen Massenpunkt m, der reibungsfrei auf einer
Horizontalebene gleitet. Er ist iiber eine Feder (ungespannte Léan-
ge [, Federkonstante ¢) an einer Wand befestigt. Zur Zeit ¢t = 0
wird er aus der Lage mit x-Koordinate /+ d aus der Ruhe losge-
lassen. Uns interessiert seine Bewegung.

-
0q
ANNANNNNNAN

Wir skizzieren das System in einer allgemeinen Lage (mit Auslen-
kung x(#)) und fiihren hier die am Massenpunkt angreifenden
Krifte ein.

In vertikaler Richtung greifen die Gewichtskraft G = mg und die G
Normalkraft N am Massenpunkt an. Das Newtonsche Gesetz

(bzw. die Gleichgewichtsbedingung) in vertikaler Richtung zeigt, F
dass die Normalkraft den Betrag N = mg hat.

N

Fiir die Bewegung entscheidend ist die horizontale Richtung, wo -
einzig die Federkraft F angreift. Sie zeigt in Federrichtung zur un- X

gespannten Lage hin, ihr Betrag ist proportional zur Verldngerung

(61 = x—1). Wenn wir die x-Komponente der Federkraft als —c(x — /) schreiben, so stimmt das sowohl fiir x >/
als auch fiir x < /. Also sieht die x-Komponente des Newtonschen Gesetzes folgendermassen aus:

mx = —c(x—-1). (3.26)
Die Anfangsbedingungen lauten:
x(0) = [+d und X(0) = 0.

Die Umrechnung auf Koordinaten, welche ihren Ursprung in der ungespannten Lage haben, vereinfacht unsere
Gleichungen. Wir setzen ¢ = x — /. Damit ergibt sich

mé = —cé
bzw.
E+wE=0 (3.27)
mit
2 C
w = —.
m

Die Anfangsbedingungen lauten

£(0) = d und £(0) = 0.

Diese Gleichungen entsprechen denjenigen des linearisierten Pendels (siehe (3.20)). Wir verwenden also wieder
den Ansatz (3.21) und erhalten, wie in (3.23),

&(t) = d cos(wt) bzw. x(t) = [+ d cos(wt).

Das gleiche Resultat hétte sich auch bei direkter Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung (3.26)
mit den in der Analysis besprochenen Methoden ergeben

Die Losung ist also eine harmonische Schwingung um die Ruhelage x = [/ bzw. £ = 0.

Falls die Masse nicht an der Wand anschlagen soll (x > 0), so miissen wir dafiir sorgen, dass |d| <[ ist.
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Beispiel: Vertikaler Wurf mit Reibung

\%
Ein Massenpunkt mit Masse m wird mit vertikaler Anfangsgeschwindigkeit vom Betrag v, nach
oben geschossen. Ausser der Gewichtskraft mg wirke an ihm noch eine zur Schnelligkeit propor- m
tionale Reibungskraft Av.

Av
Gesucht ist die Bewegung des Massenpunktes. mg
Da nur vertikale Kréfte angreifen, konnen wir den Freiheitsgrad als eins annehmen und z.B. die z-
Koordinate zur Beschreibung der Lage verwenden. z
Das Newtonsche Gesetz fiir den Massenpunkt liefert
mz = —Az—mg.
A
Die Anfangsbedingungen sind
z(0) = 0 und 2(0) = v,.
Die Differentialgleichung wird noch etwas einfacher, wenn wir durch m dividieren und die Abkiirzung &k = A
m

einfithren:
Z+hkz = —g.

Um eine Losung zu finden, setzen wir v = z. Damit ergibt sich die Gleichung
vtkv = —g.

Sie ist erster Ordnung und separierbar:

dv_ _
gtkv

Diese Gleichung lasst sich integrieren:

d 1
v[ngvkv = %log(g-i-kv) = —t+c.

Darauf wenden wir die Exponentialfunktion an und 16sen nach v auf:
v(t) = cje - ‘% .

Die Grosse ¢, berechnet sich eigentlich aus der urspriinglichen Integrationskonstanten c,. Wir kdnnen c; aber
auch ganz einfach als neue Konstante auffassen und mittels der Anfangsbedingung v(0) = v, berechnen:

+mg

c=v+‘g=v .
1 Ok 0 )L

Fiir grosse Zeiten (¢ — o) ergibt sich der Grenzwert fiir die Geschwindigkeit zu

Wir konnen also auch schreiben:

v(t) = (vot+v)e —v,..

-86-



Technische Mechanik Newtonsches Bewegungsgesetz

Eine grafische Darstellung von v(¢), fiir den Fall v, = v,, sieht folgendermassen aus:
v

Aus dieser Beziehung fiir die Geschwindigkeit konnen wir durch einmalige Integration auch die Lage in Funktion
der Zeit ermitteln:

e—kt
z(t) = —(vy + vm)—%— —Vtte,.

Aus der zweiten Anfangsbedingung z(0) = 0 wird ¢, = VO—;Vf und

(I—e?)

2(f) = (vt ve)—

Vol.

Diese Funktion hat folgendes Aussehen:
z

Auch mit Bindungen versehene Massenpunkte oder Systeme aus mehreren verbundenen Mas-
senpunkten konnen mit dem Newtonschen Gesetz gelost werden. Und das gleiche Vorgehen
wird spéter auch fiir verbundene starre Korper zum Einsatz kommen. Wie in der Statik schnei-
det man die einzelnen Korper frei und ersetzt die Bindungen durch (vorerst unbekannte) Bin-
dungskrifte. Dann formuliert man das Bewegungsgesetz (im Moment: das Newtonsche
Gesetz) flir jeden Korper separat. Die Kinematik der Bindungen (kinematische Relationen)
wird in die Beschleunigungsterme eingesetzt. Daraus lassen sich die Bindungskrifte berech-
nen.

Ein sehr einfacher Fall ist das Auflager (siehe Beispiel: Quader auf rauer, schiefer Ebene auf
Seite 82). Hier ist die Beschleunigungskomponente senkrecht zur Beriihrungsebene null. Dar-
aus ergibt sich dieselbe Gleichung fiir die Normalkraft wie in der Statik. Beim mathematischen
Pendel (siehe Beispiel: Mathematisches Pendel auf Seite 83) ist die Beschleunigung in radialer
Richtung bekannt und daraus kann die Fadenkraft berechnet werden.

Echte kinematische Relationen entstehen, wenn mehrere verbundene Korper einzeln freige-
schnitten werden. Wir erinnern uns an die Berechnung (1.1) des Freiheitsgrads, f = n—b, wo
die Zahl b der (linear unabhidngigen) Bindungsgleichungen von der Summe » der Freiheits-
grade der einzelnen Korper subtrahiert wurde. Wenn man die Bindungsgleichungen durch
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Gleichungen zwischen den Ableitungen der Lagekoordinaten schreibt, nennt man sie kinemati-
sche Relationen. Dank unserer Expertise in Kinematik konnen wir diese Beziehungen zwi-
schen Geschwindigkeiten und Rotationsgeschwindigkeiten rasch ermitteln!

Die einzelnen Korper unseres Systems werden also durch ihre Lagekoordinaten beschrieben,
total n. Fiir jede Lagekoordinate konnen wir ein Bewegungsgesetz aufstellen. Zusitzlich haben
wir die kinematischen Relationen, total . Mit den kinematischen Relationen konnen wir die
unbekannten Bindungskrifte berechnen und gleichzeitig die Bewegung des Systems durch die
minimal ndtige Zahl Lagekoordinaten (gemadss Freiheitsgrad!) beschreiben. (Fortgeschrittene
Mechaniker mdgen verzeihen, dass hier nur holonome, skleronome Bindungen angesprochen
werden!)

Beispiel: Zwei Korper m,

Als Beispiel betrachten wir zwei Korper, die als Massenpunkte modelliert wer-
den konnen. Sie haben die Massen m,, m, und sind durch ein Seil verbunden.

Das masselose, undehnbare, immer gespannte Seil lduft liber eine Rolle mit ver- 2
nachléssigbarer Masse. Der Korper mit Masse m, gleitet reibungsfrei auf einer g
Horizontalflache ohne zu kippen. Der andere Korper hingt frei am Seil und be- m,

wegt sich vertikal.
Gesucht sind die Bewegungsdifferentialgleichung und die Seilkraft.

Zur Losung schneiden wir die beiden Korper und die Rolle frei. Die Ko-

ordinaten x und y bezeichnen die Verschiebungen z.B. beziiglich der An- —x> mg S
fangslage. Weil wir uns nur fiir die Differentialgleichung interessieren,
miissen die Koordinaten nicht genauer festgelegt werden.
S VS
by

Die Rolle ist masselos modelliert. Also wirken an ihr (im PdvL) keine

Tragheitskrifte. Die virtuelle Leistung der Tragheitskrifte fallt damit aus

dem PdvL, und es ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen der Sta-

tik. Eine Momentenbedingung bez. des Rollenmittelpunkts zeigt, dass S

die Seilkraft im horizontalen und im vertikalen Seilstiick gleich ist. Da-

mit ist sie iiber das ganze (masselose) Seil konstant. y

An den beiden massebehafteten Korpern formulieren wir das Newton-
sche Gesetz:

mx =S, myg
0=N-mg,
myj = myg—=S.

Unbekannt sind die Krifte N und S sowie die Funktionen x(#) und y(#). Wir brauchen also noch eine weitere Glei-
chung, ndmlich die kinematische Relation zwischen den Koordinaten x und y. (Eine solche Gleichung muss vor-
handen sein, weil das System den Freiheitsgrad eins hat.) Jeder Punkt des Seiles hat die gleiche Schnelligkeit, also
gilt die kinematische Relation

X =y.
Daraus ergeben sich die Losungen
(m, +my)x = myg,
N =mg,

_ _mmg
(my +my)

Es zeigt sich also, dass die Seilkraft konstant ist. Sie l4sst sich nur durch Trennung des Systems berechnen.
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Wir wollen in der folgenden Liste einige Punkte herausstreichen, die bei Problemen der Dyna-
mik beachtet werden miissen. Im Rahmen der gesamten Ldsung eines Ingenieurproblems
(siehe «Appendix D: Problemldsungy auf Seite 139) sind sie mehrheitlich unter dem 3. Schritt
angesiedelt («Losung konstruieren») und kdnnen als Anregung fiir die Aufteilung in Unterpro-
bleme aufgefasst werden. Eventuell ist die Modellbildung (hier: 1.) allerdings schon bei Schritt
2 («Problem analysieren») erfolgt; die Diskussion der Resultate (hier: 9.) kann auch zu Schritt
4 («Losung bewerten») gehdren.

Modellbildung, materielles System abgrenzen.

Fiir die Berechnung von inneren Bindungskriften: einzelne Korper freischneiden.
In allgemeiner Lage (nicht in der Anfangslage!) alle angreifenden Kréfte einfiihren.
Freiheitsgrad ermitteln, Wahl von zweckméssigen Koordinatensystemen.
Kinematische Relationen aufstellen.

Bewegungsdifferentialgleichungen fiir alle Komponenten formulieren.

AL I A e

Bindungskrifte bestimmen, aus den Bewegungsgleichungen eliminieren, Anzahl Glei-
chungen entsprechend reduzieren.

*

Anfangsbedingungen formulieren; gesuchte Grossen berechnen.

9. Resultate diskutieren.

Kontrollfragen
1. Was ist ein Massenpunkt?
2.  Wie lautet das Newtonsche Bewegungsgesetz?

3. Was braucht man neben den Bewegungsgleichungen, um die Bewegung eines Massenpunktes (oder Systems)
bestimmen zu kénnen?

4. Wie bewegt sich ein kréftefreier Massenpunkt?
5. In welchen Bezugssystemen ist das Newtonsche Bewegungsgesetz giiltig?

6. Wie viele (skalare) Anfangsbedingungen miissen fiir die ebene Bewegung eines Massenpunktes formuliert
werden?

7. Wie viele (skalare) Anfangsbedingungen miissen fiir die Bewegung eines Massenpunktes im Raum formu-
liert werden?

Ubungen

1. Betrachten Sie nochmals das Beispiel: Quader auf rauer, schiefer Ebene auf Seite 82. Es sei jetzt
Mo = M, = u, aber nicht mehr unbedingt u < tana . Es mogen die folgenden Anfangsbedingungen gelten:
x(0) = 0 und x(0) = v,.

Welches ist jetzt die Bewegung? Welche Fille sind moglich? Wann kommt der Korper zur Ruhe?

2. Ein Ball wird zur Zeit t = 0 mit Anfangsgeschwindigkeit v, vertikal nach oben geworfen. Die Reibung
kann vernachlissigt werden. Ermitteln Sie die Bewegungsdifferentialgleichung und 16sen Sie sie!

_89_



Technische Mechanik Impulssatz, Massenmittelpunktsatz und Drallsatz

Ein Massenpunkt m ist an einer Feder befestigt und gleitet reibungsfrei auf einer /
schiefen Ebene. Die Feder {ibt auf den Massenpunkt eine zur Auslenkung 6/ entge- /
gengesetzte Kraft vom Betrag K = ¢/ aus (c: Federkonstante). Finden Sie die
Krafte am Massenpunkt und seine Bewegung fiir den Fall, dass er zur Zeit ¢ = 0 an der
ungespannten Feder in Ruhe war!

den und an einer Feder (Befestigung in 4, ungespannte Lange null, Federkonstante ¢)
befestigt. Formulieren Sie das Newtonsche Gesetz und finde die Bewegungsdiffe-
rentialgleichung. Vergleichen Sie mit dem mathematischen Pendel. Wann findet eine
Schwingung statt, wann nicht?

Ein Massenpunkt m ist reibungsfrei an eine Kreisbahn in einer Vertikalebene gebun- A
gi

Wird ein Massenpunkt m im konstanten Schwerefeld mit v, nach oben geworfen, so
erreicht er bekanntlich die Hohe

Aus den Gleichungen von Beispiel: Vertikaler Wurf mit Reibung auf Seite 86 folgt bei einer zur Schnelligkeit
proportionalen Reibung fiir die Wurfhohe

h(e) = ZhOEi%(zlﬁz

mit
— A
mg’
Zeigen Sie, dass der Grenzwert von A(e) fir e —> 0 mit 4, libereinstimmt und finden Sie fiir kleine € eine
erste Korrektur geméiss

h(e) = (1 —€ konst.)A,.
Ein Massenpunkt m ist an eine Feder (Federkonstante ¢) gebunden und gleitet {iber eine raue (¢y = y, = )
Horizontalebene. Zur Zeit ¢ = 0 befindet er sich in Ruhe und die Feder ist um
o0l = 4.5¢

verléngert. Dabei ist e eine Abkiirzung fiir die folgende Konstante:

e = K8

c

Finden Sie die Bewegung des Massenpunktes. Wann und wo bleibt er stehen? Zeichnen Sie seine Auslenkung
in Funktion der Zeit!

3.4 Impulssatz, Massenmittelpunktsatz und Drallsatz

Lernziele

Sie konnen den Massenmittelpunktsatz auf konkrete Systeme anwenden.

Sie konnen Threr Kollegin den Zusammenhang zwischen Massenmittelpunktsatz und Newtonschem Bewe-
gungsgesetz erkliaren und das Modell des Massenpunktes verstidndlich machen.

Sie konnen Threm Kollegen die Losung des Stossproblems aus dem Skript erldutern.

Sie verstehen, wie man den Drall beziiglich eines inertialen Punktes berechnet und kennen den zugehdrigen
Drallsatz.
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+ Sie verstehen, wie man den relativen Drall (beziiglich des Massenmittelpunktes) berechnet, und Sie kennen
den zugehorigen Drallsatz.

 Sie kdnnen zwischen relativem Drall und Drall beziiglich eines inertialen Punktes umrechnen.

+ Es ist Ihnen bewusst, dass ein konstanter Drall im Raum nicht unbedingt eine konstante Rotationsgeschwindig-
keit bedeutet.

In Abschnitt 3.3 haben wir das Prinzip der virtuellen Leistungen (3.8) auf Massenpunkte ange-
wendet und daraus das Newtonsche Bewegungsgesetz (3.9) hergeleitet. In «Appendix B: Zum
Energiesatzy» wird fiir die Interessierten gezeigt, wie in der Mechanik der Energiesatz (B.5)
folgt, wenn man als virtuellen Bewegungszustand im PdvL die wirkliche Bewegung betrach-
tet.

Wie in der Statik wollen wir nun das PdvL fiir eine be-
liebige virtuelle Starrkdrperbewegung formulieren,
die wir durch die Kinemate {v,, @} beschreiben. Auf
diesem Weg werden wir Bewegungsgesetze erhalten,
welche fiir beliebige starre oder deformierbare Korper
gelten: den Impulssatz bzw. Massenmittelpunktsatz
und den Drallsatz.

Wir untersuchen also einen materiellen Bereich B
(z.B. einen Korper oder ein System), an dem eine be-
liebige Gruppe von dusseren und inneren Kréften angreift. Die Dyname dieser Kréftegruppe
beziiglich O sei {R, M, }.

In einem ersten Schritt betrachten wir nur Translationen des materiellen Bereichs B und setzen
w = 0. Damit erhalten wir fiir die virtuelle Arbeit der dusseren Krifte

7(@) ~
Pa :R'VO.

Die virtuelle Arbeit £ der inneren Krifte verschwindet fiir Starrkorperbewegungen (wegen
des Reaktionsprinzips). Fiir die virtuelle Arbeit der Tragheitskrifte (3.7) erhalten wir

= fffcaioan = ({ffatn) 5

Also schreibt sich das PdvL (3.8) als

R-§0+(_j£jadm) Vo = 0.

Weil v,, beliebig gewiihlt werden kann, ergibt sich sofort

”jadm = R. (3.28)

Wir definieren nun den Impuls p eines Systems als
p = I”vdm (3.29)
B

und erhalten so aus (3.28) den Impulssatz
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p=R| (3.30)

Wir erinnern uns an die Beziehung (2.9), mit welcher
der Massenmittelpunkt C eines Korpers (oder Systems)
berechnet werden kann:

e = [ffram

Diese Gleichung leiten wir (unter Annahme konstanter
Masse m) ab und erhalten

mfczmvczj”r'dmzmvdmzp. (3.31)
B B
Es ist also
pP= %(mvc)-

Fiir ein System mit konstanter Masse m gilt weiter

,_d

P~ dt(mvC) = mac.

Mit (3.30) ergibt sich der Massenmittelpunktsatz:

mas = R | (3.32)

Wenn wir also den Massenmittelpunkt eines Korpers (oder Systems) mit konstanter Masse be-
trachten, so bewegt sich dieser geméss dem Newtonschen Gesetz (3.9), unabhingig von der
Grosse und von eventuellen Rotationen und Deformationen. Dabei darf allerdings die Resul-
tierende R nicht von der Rotation und/oder Deformation abhéngen, sonst ergibt sich iiber die
rechte Seite der Gleichung eine Kopplung (Beispiel: durch Luft fallendes Blatt Papier). Somit
verstehen wir jetzt die Voraussetzungen fiir das Massenpunktmodell (siche Seite 81).

Der Impulssatz (3.30) und der Massenmittelpunktsatz (3.32) gelten beide fiir einen beliebigen
materiellen Bereich. Der Massenmittelpunktsatz ist vor allem dann niitzlich, wenn man mit ei-
nem einzelnen starren (oder nur schwach deformierbaren) Korper oder mit einem einfachen
System aus starren Korpern rechnet, dessen Massenmittelpunkt problemlos ermittelt werden
kann. Im Fall von stark deformierbaren Korpern, Fliissigkeiten oder Gasen ist die Formulie-
rung des Impulssatzes geeigneter.

Beispiel: Stoss

Falls die Resultierende auf der rechten Seite des Impulssatzes (3.30) verschwindet, so ergibt sich ein Erhaltungs-
satz: p = 0, also bleibt der Impuls konstant, «erhalten».

Oft kann man durch geeignete Wahl des Systems aus einem Erhaltungssatz niitzliche Aussagen gewinnen.
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Wir betrachten z.B. die eindimensionale Bewegung von zwei Korpern, m, v m, v,

welche zusammenstossen. Vor dem Stoss seien die Schnelligkeiten wie o— O»>

skizziert vorgegeben, mit v, > v, . Dann kommt es zum Stoss der beiden

Korper. Dabei wirkt am linken Korper die nach links gerichtete Normal- S‘—“—»S

kraft vom Betrag S (Stosskraft) und am rechten Korper die nach rechts

gerichtete Reactio dazu. Wir setzen uns nicht zum Ziel, iiber diese Stosskréfte Aussagen zu machen. Fiir einen
starren Korper werden sie z.B. wihrend eines unendlich kurzen Zeitpunktes unendlich gross. Bei elastischen Kor-
pern sind sie eng verkniipft mit der Wellenausbreitung.

Falls wir aber als System die beiden Korper zusammen betrachten, so m, v m, v,

sind die Stosskréfte innere Kréfte und fallen aus der Rechnung. Deshalb Qo—»

bleibt der Impuls des Gesamtsystems wahrend des Stosses erhalten. Dar- “

aus ergibt sich eine Gleichung fiir die Geschwindigkeiten der beiden vy v

Korper nach dem Stoss, die Impulserhaltung fiir das Gesamtsystem: o> ‘_>
mv, +myv, = mv',+m, (3.33)

Um eine zweite Gleichung zu erhalten, brauchen wir Annahmen iiber den Stoss. Ein Extremfall ist der vollkom-
men inelastische Stoss. Dabei nehmen wir an, dass die beiden Koérper nach dem Stoss dieselbe Geschwindigkeits-
komponente V' in Stossrichtung haben, also aneinander kleben bleiben.:

V=V, =V m, v m, v,

o—
So bleibt nur noch die eine Unbekannte v'. Fiir das Gesamtsystem muss
also der Impuls vor dem Stoss gleich dem Impuls nach dem Stoss sein, “ V'

mv;+myv, = (my+mp)V',
also

v vt myy,
(my +mj)

Wir betrachten z.B. den Fall eines vollkommen inelastischen Stosses zwischen einem Korper mit grosser Masse
m, und einem Korper mit viel kleinerer Masse m, (m, >> m,), setzen also m, = 0. Dann wird v' = v,. Das
wiederum bedeutet z.B., dass nach einem inelastischen Stoss zwischen einem Auto und einem Fussgénger das
Auto immer noch gleich schnell fahrt, der Fussginger aber auf die Schnelligkeit des Autos beschleunigt wurde.
Dabei sind sowohl die Stosskrifte als auch die Beschleunigungen geféhrlich. Beide sind stark von den Stosszeit
abhéngig, also der Zeit, wahrend welcher die Geschwindigkeitsdanderung stattfindet. Je grosser die Stosszeit, des-
to kleiner die Beschleunigung und desto kleiner die maximalen Kréfte.

Die zweite extreme Annahme ist diejenige des elastischen Stosses. Hier m, v m, v,
nimmt man an, dass wihrend des Stosses die kinetische Energie erhalten o—»

ist. Auch das liefert uns eine zweite Gleichung fiir die unbekannten Ge-

schwindigkeiten v'; und V', nach dem Stoss: “

V' Vv,

2 2 2 2
myv,+myvy = mV'y+my's. O O =

Zusammen mit der Impulserhaltung (3.33) ergibt sich nun

. m—m, 2m, _amvtmyy,
Vi = vyt V, = —Vi,
m;+m, my+m, (my +mj)
. 2my my—m, _ _ mv;+m,
my+m, my+m, (my +m;)
Die Relativgeschwindigkeit wechselt beim Stoss ihr Vorzeichen:
Vo=V = v —v,.

Bei einem elastischen Stoss eines sehr schweren Korpers mit einem sehr leichten (m, >> m, ) setzen wir m, =0 .
Es ergibt sich v', = v, und V', = 2v, —v,. Der schwere Korper spiirt wieder nichts vom Stoss, wahrend der
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leichte an ihm reflektiert wird. Beim elastischen Stoss eines stehenden Fussgéngers mit einem Auto wére die Sa-
che also noch dramatischer als beim inelastischen: Der Fussgédnger wird auf die doppelte Schnelligkeit des Autos
beschleunigt!

Interessant ist auch der Fall m, = m, : Hier sind die Geschwindigkeiten nach einem elastischen Stoss vertauscht.
Das entspricht z.B. einem zentralen Stoss beim Curling.

Reale Stossen liegen zwischen diesen beiden Extremfillen. Sie konnen mit einer Stosszahl charakterisiert werden,
welche zwischen 0 (vollkommen inelastisch) und 1 (elastisch) liegt.

Nun gehen wir zuriick zum PdvL und wéhlen als virtuellen Bewegungszustand eine starre Ro-
tation um O mit der virtuellen Rotationsgeschwindigkeit « . Damit ergibt sich

75(a) ~
P :Mo'w,

P =0,

P = _jy(a-(&)xr))dm = —(jijrxadm) L@ .

Hier ist w beliebig, und somit erhalten wir

M, = j“rxadm. (3.34)

Die rechte Seite der Gleichung (3.34) konnen wir noch weiter bearbeiten, wenn wir die fol-
gende Identitét beachten:

%(rxv)=(v><v)+(r><a)=r><a. (3.35)

Dadurch dréngt sich die Definition des Dralls L, beziiglich O auf:

L, = “jrmdm. (3.36)

Aus (3.34) erhalten wir den Drallsatz beziiglich des inertialen Punktes O

Lo = M,|. (3.37)

Bemerkung

Die Bezeichnung inertialer Punkt meint einen Punkt, der in einem Inertialsystem ruht. Der Bezugspunkt O in
(3.37) darf also nicht beschleunigt sein.
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Beispiel: Physikalisches Pendel

Wir betrachten einen homogenen Balken (Masse m, Lénge /), der an einem Ende gelen-
kig aufgehdngt ist. Die Bewegung finde in einer Vertikalebene statt und sei reibungs-
frei.

Gesucht ist die Bewegungsgleichung.
Die Losungsschritte geméss den Punkten auf Seite 89 kdnnten so aussehen:
1. Wir modellieren den Balken als starren Korper und betrachten ihn als System.

Es liegt nur ein starrer Korper vor, also muss nicht weiter freigeschnitten werden.

Wir fiihren am Balken gemass der Skizze in allgemeiner Lage die Krifte ein.

2
3
4. Der Freiheitsgrad ist eins. Als Lagekoordinate wéhlen wir den Winkel ¢.
5. Kinematische Relationen braucht es hier keine.

6

Der Massenmittelpunkt C beschreibt eine Kreisbewegung. Deshalb liefert der Massenmittelpunktsatz (3.32)
in tangentialer p-Richtung

mégb = —mgsing + F,
und in radialer Richtung, nach innen positiv gerechnet,
., _
migo = —mgcosp+ F,.

Zusammen mit (3.36) sagt der Drallsatz (3.37) in z-Richtung

I
. d .m _ P I

Lo. = E(Ix(xtp) ldx) m3<,0 Mo, mgssing,

0

also

. (3 g) .
+(= =0.
") ( 21 sing = 0
7. Der Impulssatz liefert hier also «nur» Gleichungen fiir die unbekannten Komponenten der Lagerkraft (die gar
nicht gesucht sind). Erst der Drallsatz bestimmt die Bewegung ¢(¢) .
Mit einem bekanntem ¢(¢) konnen die Lagerkraftkomponenten £, und F, berechnet werden.

8. Nur die Ruhelagen ¢ = 0 und ¢ = n lassen sich aus ¢ = 0 sofort ermitteln. Andere Losungen der nichtli-
nearen Bewegungsgleichung lassen sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken. Die Linearisierung
fiir kleine Auslenkungen und deren Losung ist analog zum Beispiel: Mathematisches Pendel auf Seite §3.

9. Die Bewegungsgleichung entspricht derjenigen des mathematischen Pendels, siche (3.20). Man konnte ver-
sucht sein, den Balken durch eine in seinem Massenmittelpunkt konzentrierte Masse zu ersetzen, also ein ma-
thematisches Pendel der Lange //2 zu betrachten (vgl. Seite 83). Nach der Linearisierung haben wir dort eine

Schwingung mit Kreisfrequenz
/

erhalten. Wir sehen, dass fiir den Balken die Kreisfrequenz deutlich kleiner wird, ndmlich

wp:g!
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Oft mochte man den Drallsatz nicht nur beziiglich eines
inertialen Punktes O, sondern auch beziiglich eines kor-
perfesten Bezugspunktes formulieren. Das ist niitzlich,
wenn keine Kreiselung vorliegt (z.B. wenn sich der Kor-
per ungebunden bewegt). Fiir den Massenmittelpunkt C
(aber nur fiir ihn!) gelingt die Umrechnung in einfacher
Weise: Wir schreiben

r=rctr.
Durch Ableiten erhalten wir daraus
v =v.tVv.
Fiir den Drall (3.36) brauchen wir das Kreuzprodukt dieser Vektoren:
FXV = FeXVetreXV+HP Xyt XY,

Geméss (3.29) und (3.36) berechnet sich der Drall beziiglich O also zu

L, = rCXp+rCX(J£Jv'dm) +U£jr'dm) ><vc+j£jr'><v'dm. (3.38)

Aus der Definition des Massenmittelpunktes (2.9) und ihrer Ableitung erhalten wir

I{I”'d’" - "afy"'dm - 0. (3.39)

Nun dringt sich auch noch die Definition des relativen Dralls L. (beziiglich des Massenmit-
telpunktes) auf:

L. = “jr'xv'dm. (3.40)

Bemerkung

Es macht nur Sinn, den Massenmittelpunkt als nichtinertialen Bezugspunkt fiir die Drallberechnung zu verwen-
den, weil sich nur dann die Rechnungen dank (3.39) vereinfachen. Deshalb ist beim Begriff relativer Drall auto-
matisch der Massenmittelpunkt als Bezugspunkt gemeint.

Aus (3.38) ergibt sich die Umrechnungsformel zwischen dem Drall beziiglich eines ortsfesten
Punktes und dem relativen Drall:

Ly, = rcXp+Le|. (3.41)

Wir setzen (3.41) in den Drallsatz (3.37) ein und versuchen, eine Gleichung zwischen L. und
M . abzuleiten.
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Einerseits gilt ja fiir die Umrechnung des Momentes die R

Formel (2.6): Mc

M, = M.+r.xR.

Andererseits ist gemdss (3.31) p = mv., und wir
haben, analog zu (3.35), auch die Gleichung

d . i
E(VCXP) = VeXPpTrcXp = reXp.
So ergibt sich

Lo=rexp+Le=M,=M.+r:xR.

Zusammen mit dem Impulssatz (3.30) erhalten wir also den Drallsatz beziiglich des Massen-
mittelpunktes (auch: relativer Drallsatz)

Le= M| (3.42)

@ Wichtig: Der Drallsatz gilt nur beziiglich eines inertialen Punktes (z.B. O) in der Form
(3.37) oder fiir den relativen Drall (beziiglich des Massenmittelpunktes C) in der Form
(3.42). Er gilt im Allgemeinen nicht beziiglich beschleunigt bewegter Punkte!

Beispiel: Physikalisches Pendel

Wir wollen iibungshalber den Drallsatz fiir das physikalische Pendel (siehe Seite
94) auch in der Form (3.42) formulieren. Dazu beachten wir, dass alle Anteile des
relativen Dralls im Integral (3.40) einen positiven Beitrag in der z-Richtung
(senkrecht zur Ebene, nach vorn) liefern (siehe Skizze). Es ergibt sich also:

1

2
. _ d e ﬁ _ _ _£
Lec: =7 Ix(x¢)ldx m=é Me. 2Fw.

/

2

Zusammen mit dem Impulssatz in ¢-Richtung erhélt man daraus wieder den
Drallsatz beziiglich des Aufhédngepunktes.

Diese Losung fiihrt weniger direkt zum Ziel, weil die Lagerkraft /', in der Gleichung erscheint.

Wir haben zwar als virtuellen Bewegungszustand Starrkorperbewegungen gewihlt. Diese sind
aber auch fiir beliebige Korper und fiir Systeme von Korpern mogliche virtuelle Bewegungszu-
stinde. Deshalb gelten die Drallsétze (3.37), (3.42) und der Impulssatz (3.30) oder der Massen-
mittelpunktsatz (3.32) ganz allgemein. Im Fall von Systemen aus starren Korpern erhalten wir
aber, analog zur Statik, erst nach dem Aufirennen geniigend Gleichungen, um die Bewegung
vollstdndig zu bestimmen. Wichtig ist auch zu beachten, dass sich der Gesamtschwerpunkt von
Systemen im Allgemeinen wihrend der Bewegung beziiglich der einzelnen starren Korper be-
wegt.
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Beispiel: Kriftefreie Bewegung

Wir betrachten einen Korper, der sich kréftefrei bewegt, d.h.

R=0undM,=0.

Aus dem Massenmittelpunktsatz (3.32) erhalten wir

%(mvc) = 0 < v, = konst..

Der Massenmittelpunkt bewegt sich also geradlinig gleichformig.

Der Drallsatz (3.42) liefert andererseits

Lc =0 < L. = konst..

Der relative Drall beziiglich des Massenmittelpunktes ist ein konstanter Vektor. Daraus kann aber keinesfalls ge-
schlossen werden, dass auch die Rotationsgeschwindigkeit w konstant sei. Die Rotationen eines aufgeworfenen
Quaders zeigen das Gegenteil. Interessierte Leserinnen und Leser finden die Stabilitdtsdiskussionen in Abschnitt
C.3 auf Seite 136.

Kontrollfragen

1.

o ©® =N kD

—_—
- O

Wie ist der Impuls eines Systems definiert?

Wie lautet der Impulssatz?

Was ist der Zusammenhang zwischen dem Newtonschen Gesetz und dem Impulssatz?
Wie lautet der Massenmittelpunktsatz?

Gilt der Massenmittelpunktsatz auch fiir andere Punkte als den Massenmittelpunkt?
Was ist der Drall beziiglich eines festen Punktes?

Wie lautet der Drallsatz?

Wie ist der relative Drall definiert?

Wie berechnet sich der Drall beziiglich eines festen Punktes aus dem relativen Drall?

. Wie lautet der Drallsatz fiir den Massenmittelpunkt?

. Beziiglich welcher Punkte P kann der Drallsatz in der Form L, = M, formuliert werden?

Ubung Ziz

1.

Eine homogene Scheibe (Masse m, Radius R) rolle von einem Faden ab (Jo-Jo). Der
Faden ist masselos und undehnbar, alle Reibungen vernachlédssigbar. Die Bewegung
des Massenmittelpunktes sei vertikal. Wahlen Sie den Abrollwinkel und die vertikale
Verschiebung des Massenmittelpunktes als Lagekoordinaten. Wie gross ist der Frei-
heitsgrad des ebenen Systems? Welche kinematische Relation besteht zwischen den
Koordinaten? Zeichnen Sie alle an der Scheibe angreifenden Kréfte ein! Stellen Sie
den Massenmittelpunktsatz und den Drallsatz bez. des Massenmittelpunktes der
Scheibe auf! Wieso reicht der Massenmittelpunktsatz nicht aus, um die Bewegung zu
bestimmen?
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3.5 Kinetik ebener Bewegungen

Lernziele

» Sie konnen bei ebenen Bewegungen den Drall aus der Rotationsgeschwindigkeit berechnen.

* Im Fall ebener Bewegungen konnen Sie Bewegungsdifferentialgleichungen und Bindungskréfte von aus starr
modellierten Koérpern, Seilen, Federn etc. zusammengesetzten Systemen herleiten. Dabei verwenden Sie ziel-
fiihrende Losungsschritte (von der Modellbildung iiber das Freischneiden, das Aufstellen von kinematischen
Relationen, den Massenmittelpunktsatz, die Drallsétze bis zur Diskussion der Resultate).

* Sie konnen qualitativ grosse und kleine Massentragheitsmomente unterscheiden.

* Sie wissen, wie man Massentrdgheitsmomente berechnet.

Die Berechnung des Dralls mit Hilfe der Integrale (3.36) und (3.40) ist umstindlich, das haben
wir beim physikalischen Pendel gesehen. Leider wiirde es den Rahmen dieser Vorlesung spren-
gen, wenn wir die allgemeine Methode zur rdumlichen Berechnung des Dralls aus der Massen-
verteilung eines Korpers (7rdgheitstensor) und seiner Rotationsgeschwindigkeit herleiten und
den Drallsatz in einem mitrotierenden Bezugssystem verstehen wollten. Einen Einstieg dazu
finden Sie im «Appendix C: Zum Drallsatzy.

Hier beschrianken wir uns auf ebene Starrkorperbewegungen, wo die Rechnungen wesentlich
einfacher werden, und verzichten damit auf die faszinierende Diskussion von Kreiselphdnome-
nen wie stehende Spielzeugkreisel, Kreiselkompasse oder die dynamische Stabilisierung beim
Radfahren.

Wir betrachten vorerst den Fall einer ebenen Rotation eines starren
Korpers um einen festen Punkt O. Die Rotationsschnelligkeit sei w.
Der Drall beziiglich O ist gemaéss (3.36):

L, = Iyrxvdm.

Bei unserer ebenen Bewegung liegen aber sowohl r als auch v in der
Bewegungsebene. Damit stehen r X v und der Drall L, senkrecht
zur Ebene. Deshalb betrachten wir nur die Komponente des Dralls senkrecht zur Ebene, wel-
che wir mit L, bezeichnen und im Gegenuhrzeigersinn (bzw. nach vorn) positiv rechnen. Zu-
dem ist bei der Rotation um O auch v senkrecht auf r, und die Schnelligkeit v berechnet sich
gemadss dem Satz vom Momentanzentrum (1.11) zu

vV = wr.

Damit reduziert sich die Drallberechnung auf

o= 7o), 649

mit dem Massentrigheitsmoment [, des Korpers beziiglich O gemiss

I, = j Irzdm . (3.44)

Der grosse Gewinn dieser Rechnung liegt darin, dass wir den Drall nun allein mit Hilfe der Ro-
tationsschnelligkeit und des Massentragheitsmoments berechnen konnen. Letztes ist nur von
der Massenbelegung des Korpers abhiangig. Fiir homogene Korper kann die Ermittlung des
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Massentragheitsmoments noch weiter auf eine geometrische Rechnung reduziert werden, dhn-
lich wie beim Schwerpunkt. Die Resultate finden sich in Formelsammlungen.

Wegen der Additivitét der Integration ergibt sich das Massentrdgheitsmoment eines aus homo-
genen Teilen zusammengesetzten Korpers (beziiglich eines gegebenen Punktes) aus der Addi-
tion der einzelnen Massentragheitsmomente.

Weil das Massentridgheitsmoment (3.44) bei der ebenen Starrkorperbewegung konstant ist,
konnen wir den Drallsatz fiir ebene Rotationen beziiglich O auf die skalare Form

LO = 10(1) = MO (3.45)

vereinfachen. Damit ist der Zusammenhang zwischen der Anderung der Rotationsschnelligkeit
und dem resultierenden Moment hergestellt.

& Drall (d.h. Drehrichtung) und Moment miissen in dieselbe Richtung positiv gerechnet wer-
den!

Beispiel: Massentrigheitsmoment eines Massenpunktes
OM

Das Massentrigheitsmoment eines Massenpunktes mit Masse m bez. eines Punktes O
im Abstand r ist sehr einfach:

Beispiel: Massentrigheitsmoment eines homogenen Balkens

X
— m,L
Das Massentragheitsmoment eines homogenen Balkens (Masse m, Lénge L) be- 0o
zliglich eines Endpunktes ist
L 2
_[.2(m _ mL
I, = jx (de) =5 (3.47)
0

Beispiel: Massentrigheitsmoment einer homogenen Kreisscheibe

Das Massentrigheitsmoment einer homogenen Kreisscheibe beziiglich ihres Mittelpunk-
tes ergibt sich aus einer Integration in Polarkoordinaten. Wir haben die Dichte (hier: Mas-
se pro Flicheneinheit) m/(R’7) und das Flichenelement rdrdy . Dies liefert uns das
Tragheitsmoment

R2nm
RZ
I =] rz(—”j )rdrd(,o = (3.48)
2
0o R
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Beispiel: Physikalisches Pendel

F,
Der Drallsatz bez. O fiir das physikalische Pendel (siche Beispiel: Physikalisches Pen- \/ F
del auf Seite 95) kann jetzt mit (3.45) und (3.47) sehr rasch aufgestellt werden. Mit den ¢
Bezeichnungen beim Pendel ist 0

und damit wird

. 2
Lo = 1,0 = m%(p =M, = fmgésingo. mg

Die Berechnung des relativen Dralls bez. des Massenmittelpunktes
C fiihrt bei einer ebenen Bewegung auf eine analoge Rechnung wie
oben. Die relativen Vektoren r' machen namlich eine Kreiselung
um C, siche (1.16). Damit ist wieder v' senkrecht auf #'. Der rela-
tive Drall hat also nur eine Komponente L. senkrecht zur Bewe-
gungsebene. Bei gegebener Rotationsschnelligkeit w haben ist

V= wr',

und wir erhalten

(3.49)

mit dem Massentréigheitsmoment . des Korpers beziiglich C gemiss
I = j j »dm. (3.50)
B

Der Drallsatz beziiglich des Massenmittelpunktes fiir ebene Bewegungen nimmt nun eine ein-
fache Form an:

Le = 1o = M|, (3.51)

Beispiel: Massentrigheitsmoment eines homogenen Balkens x'
m,L C,. >

Das Massentragheitsmoment eines homogenen Balkens (Masse m, Lange L) beziig-
lich seines Mittelpunktes ist

L/2

— 2(m 'R - HILQ
I, = j x (de) =0 (3.52)

-L/2

Das hitte unsere Rechnung im Beispiel: Physikalisches Pendel auf Seite 97 vereinfacht.
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Wenn bei einer ebenen Bewegung keine Rotation um einen ortsfes-
ten Punkt vorliegt und man den Drall trotzdem beziiglich eines sol-
chen Punktes berechnen mochte, so liefert die Formel (3.41)

Ve
L, = tmdv.+ L. vv
d

(Das Vorzeichen ergibt sich aus dem Drehsinn der Geschwindig-

keit.) Dieses Resultat kann niitzlich sein, wenn z.B. die Richtung des w
Impulses — und damit der Abstand d des Massenmittelpunktes vom L
Bezugspunkt O — konstant ist. Ansonsten wird man wohl eher den

relativen Drall bez. des Massenmittelpunktes betrachten.

Beispiel: Rad auf schiefer Ebene

Ein Rad (Masse m, Radius r) rotiert vorerst ohne Beriihrung mit der in
der Skizze eingezeichneten Rotationsgeschwindigkeit vom Betrag w, .
Nun wird es auf eine raue schiefe Ebene (Neigungswinkel @, Reibungs-
koeffizienten p, = u, = w, w, = 0) aufgesetzt. Durch die Reibung
wird es sich ev. aufwirts in Bewegung setzen.

Gesucht ist diese Bewegung.
1. Als System betrachten wir das Rad.
2. Teile davon miissen nicht freigeschnitten werden.

3. An ihm fithren wir die Kréfte geméss Skizze in allge-
meiner Lage ein.

4. In der Gleitphase ist der Freiheitsgrad 2: Wir brau-
chen die Lage des Massenmittelpunktes x. und den
Winkel ¢ zur Beschreibung der Lage.

5. In der Gleitphase gibt es keine kinematischen Relati-
onen zwischen ¢ und x .

6. Der Impulssatz (3.30) ergibt in der x-Richtung

mixc = F—mgsina,
und in der y-Richtung
0 = N-mgcosa .
Wir kénnen den Drallsatz bez. des Massenmittelpunktes (3.51) betrachten:

. 2
Le. = —Iojp = J%gb = rF.

Nun brauchen wir noch eine vierte Gleichung, um die vier Unbekannten (x.(¢), ¢(¢), F, N) zu ermitteln,
nimlich das Gleitreibungsgesetz (2.18). Hier ist die x-Komponente v, des materiellen Berithrungspunktes B
des Rads mit der Unterlage relevant.

F = uN, fir vy, = (Xx¢—1r¢)<0.
7. Es ergibt sich
N = mgcosa, F = umgcosa
und damit

Xc = g(ucosa —sina),
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o = 72_gu cos .
P
8. Das sind die Anfangsbedingungen:
xc(0) = 0, x(0) = 0,
®(0) =0, ¢(0) = w,.
Damit erhalten wir
xc(t) = (ucosa — sina)‘gt2 , (3.53)
(1) = wot—(%ucosa) . (3.54)
Das Rad wird sich gemiss (3.53) zuerst nach oben bewegen, falls (ucosa — sina) >0 ist, d.h.: tana < pu.
Verglichen mit der Neigung der Ebene braucht es also einen geniigend grossen Gleitreibungskoeftizienten,
um eine Bewegung nach oben zu erreichen. Ansonsten rutscht das Rad von Beginn weg rotierend hangab-
warts.

9. Um zu wissen, wie lange das Rad gleitet und wie lange also unsere Gleichungen giiltig sind, miissen wir die
Geschwindigkeitskomponente vy, des Rad-Beriihrungspunktes mittels (1.16), (3.53) und (3.54) bestimmen
(wir rechnen in positiver x-Richtung positiv):

Vg, = Xc—r¢ = (3ucosa —sina)gt — wyr.
Anfangs ist die Geschwindigkeitskomponente v;, negativ.
Falls tana < 3y ist, so nimmt sie zu und wird null fiir
P wor
" g(3ucosa—sina)’
Ab diesem Zeitpunkt ist das Gleitreibungsgesetz nicht mehr anwendbar. Dafiir hat man eine kinematische Re-
lation in Form der Rollbedingung X, = r¢ . Zusammen mit dem Drall- und Massenmittelpunktsatz kdnnen
die unbekannten Krifte N, F' sowie die Bewegung auch hier berechnet werden. Die Losung dieses Problems
wird dem Leser / der Leserin als Ubung vorgeschlagen.
Falls aber tana > 3u gilt, die Rampe also zu steil ist, so hort das Gleiten nicht mehr auf.

Kontrollfragen

1. Wie berechnet man den Drall bei einer ebenen Rotation?

2.  Wie berechnet man den relativen Drall bez. des Massenmittelpunktes bei einer ebenen Bewegung?

3. Welche Drallsétze konnen bei ebenen Bewegungen formuliert werden?

4. Wozu ist das Massentragheitsmoment niitzlich?

Ubungen

1. Eine homogene Scheibe (Masse M, Radius R) ist mit ihrem Mittelpunkt auf das Ende

eines homogenen Balkens (Masse m, Lange /) geschweisst. Das andere Ende des Bal-
kens ist gelenkig gelagert. Das System kann eben modelliert werden; alle Reibungs-
kréfte sind vernachléssigbar. Stellen Sie die Bewegungsdifferentialgleichung auf! Wie
niitzlich ist hier der Massenmittelpunktsatz? Berechnen Sie die Bewegung fiir eine ge-
gebene kleine Anfangsauslenkung! Berechnen Sie die Lagerkréfte im Gelenk wéhrend
der Bewegung!

-1 03_



Technische Mechanik Kinetik ebener Bewegungen

2.  Wir betrachten die Jo-Jo-Aufgabe von Seite 98. Formulieren Sie den Drallsatz beziig- Z
lich des Aufhéngepunktes des Fadens! Vergleichen Sie den Drallsatz beziiglich dieses
Punktes mit der im letzten Abschnitt gewonnenen Form! Losen Sie die Be-
wegungsgleichungen und berechnen Sie die Fadenkraft! Vergleichen Sie die Losung
mit derjenigen fiir die Scheibe im freien Fall!

3. Ein Korper der Masse m, ist an einem masselosen (undehnbaren), um eine homogene
Scheibe (Masse m,, Radius R) gewickelten Faden befestigt. Das Lager der Scheibe
sei zuerst blockiert und werde zur Zeit ¢t = 0 freigegeben. Reibungseffekte sind ver- it R
nachlissigbar. Berechnen Sie die Bewegung des ebenen Systems!

me
4. Betrachte einen homogenen Balken (Masse m, Lange /). Ein Ende gleitet reibungsfrei
auf einer horizontalen und das andere auf einer vertikalen Ebene. Die Bewegung sei in
eine Vertikalebene gebunden. Stellen Sie die Gleichungen zur Bestimmung der Nor- m.l

malkréfte und der Bewegung auf!
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3.6 Riickblick

Riickblickend konnen wir die Mechanik aus einem umfassenderen Blickwinkel betrachten:
Die Statik ist ein Spezialfall der Bewegung, bei dem alle Geschwindigkeiten dauernd ver-
schwinden und damit die Beschleunigungen null sind. Die Gleichungen der Statik sind also
Folgerungen aus den allgemeineren Bewegungsgesetzen der Dynamik. Und die Erkenntnisse
der Statik gelten nicht nur fiir Ruhe, sondern allgemeiner fiir konstante Geschwindigkeiten/Ro-
tationsgeschwindigkeiten.

Die Bewegung des betrachteten Systems wird durch seine Kinematik beschrieben. Um den Zu-
sammenhang der Bewegung mit den Kréften herzustellen, muss man die Massenverteilung des
Systems kennen. Dann kann man die Bewegungsdifferentialgleichungen aufstellen, z.B. als
Impulssatz fiir infinitesimale Massenelemente.

Im Fall eines starren Kérpers (ev. als Teil eines Systems) beschreiben wir den Bewegungszu-
stand durch die Kinemate und die angreifenden dusseren Krifte durch ihre Dyname. Aus der
Massenverteilung lesen wir die Masse des Kdrpers ab und berechnen das Massentragheitsmo-
ment bez. des Massenmittelpunktes. Dann liefern der Massenmittelpunktsatz und der Drallsatz
bez. des Massenmittelpunktes die ndtigen Informationen, um die zeitliche Anderung der Kine-
mate zu ermitteln. Im Raum haben wir, dem Freiheitsgrad eines starren Korpers entsprechend,
sechs Gleichungen fiir sechs unbekannte Funktionen. In der Ebene sind es drei Gleichungen
fiir drei unbekannte Funktionen. Bei bekannten Anfangsbedingungen ist die Bewegung ein-
deutig.

Massenpunkte miissen wir iiberhaupt nicht mehr separat diskutieren. Sie konnen als Spezialfall
von starren Korpern betrachtet werden, ihre Bewegung wird durch den Massenmittelpunkt be-
schrieben.

Wir haben in der Statik trotzdem viel Wesentliches gelernt, das in der Dynamik oft verschiittet
wird: z.B. des konsequente Freischneiden des Systems, die Unterscheidung zwischen inneren
und dusseren Kréften, das Wesen der Bindungskrifte und ihre Berechnung.

Unser Ziel (sieche «Ausblick» auf Seite 4) haben wir fiir Systeme aus starren Korpern damit
weitgehend erreicht, auch wenn der Drallsatz bei rdumlichen Bewegungen und der Energiesatz
noch Stoff fiir ein weiteres Semester liefern konnten. Die wesentlichen Erkenntnisse und Zu-
sammenhénge dieses Semester fasen wir wie folgt zusammen:
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ﬁ(inematik \ ﬁ(rﬁfte \

* Grossen: Zeit: t, Ort: r
» Bahnkurve: r(7)
* Geschwindigkeit: v(z) = 7(¢)

wichtig: Angriffspunkte

: _ Unterscheidungen:
* Beschleunigung: a(t) = v(t)
» Fernkrifte/Kontaktkrifte
abgeleitete Grosse: » diskrete/verteilte Krifte

* innere/dussere Krifte (freischneiden!!!)

* Rotationsgeschwindigkeit: w(7) » cingeprigte Kriafte/Bindungskrifte

starrer Korper: abgeleitete Grosse:
* Kinemate: {‘\)C’ ‘f)} * Momentbez. O: M, = rx F
N /
Vo Krdftegruppe:
@ystemeigenschafteg \\ N « statische Aquivalenz
. \ N » Resultierende, res. Moment
* Massenverteilung N
. * Dyname: {R MC}
. N N R S e e .
starrer Korper: N B
p \ | spezielle Kmftegruppen. |
* (Gesamtmasse . \ N N
.oy . e Kriftepaar («Moment») -
\' Massentraghelts\m\omew o sentrale Krifteerunne I
N K Z grupp | /
L -
h \ ~ AN 7
~ AN — -
/Bewegungsgesetze\ \\ S N \
N X —
wm Rechnen praktisch® . > < -
Z . — -
7 A N
* Massenmittelpunktsatz: ma. = R _ ~ ~ N
~ ~

oder Impulssatz Ay
« Drallsatz bez. C: Le = M“hit LC = j j jr xvdm (= I.0)
oder bez. O (inertial)
* Ev. Energiesatz: niitzlich v.a. fiir konservative Systeme;
liefert Beziehung zwischen Lage und Geschwindigkeit, hier aber
nichts grundsitzlich Neues

allgemeines Prinzip:

* PdvL inkl. virtueller Leistung der Tragheitskréifte:
v.a. niitzlich fiir theoretische Uberlegungen; aus dem PdvL konnen alle
\ obigen Sitze abgeleitet werden /
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Appendix A: Zur Vektorrechnung

In der Mechanik braucht man Vektoren z.B. zur Beschreibung von Lagen, Bewegungen oder
Kriften. Deshalb ist die Vektorrechnung ein grundlegendes mathematisches Werkzeug.

Diese Zusammenstellung repetiert die wichtigsten Definitionen und Resultate und erldutert sie
mit Beispielen aus dem Mechanik-Skript. In der Vorlesung und in den Ubungen werden die
hier besprochenen Kenntnisse als bekannt vorausgesetzt. Insbesondere miissen Sie Skalar- und
Kreuzprodukte von Hand ausrechnen kénnen.

@ Uberspringen Sie bei einer ersten Lektiire die mit einem Stern (*) bezeichneten Bemerkun-
gen und Aufgaben. Diese sind fiir das zweite Durcharbeiten oder fiir Fortgeschrittene ge-
dacht.

A.1 Vektoren in der Physik

Skalare physikalische Grossen (Temperatur, Druck, Ladung etc.) lassen sich durch reelle Zah-
len beschreiben. Es gibt aber auch Grossen, die durch Betrag und Richtung charakterisiert wer-
den miissen. Dazu gehoren u.a. Geschwindigkeiten, Krifte und elektromagnetische Felder. Sie
alle werden mathematisch durch Vektoren dargestellt.

Wir schreiben Vektoren im Drucksatz fett (z.B.: @) und von Hand unterstrichen (z.B.: a). Die
Bezeichnung mit Pfeilen oberhalb des Buchstabens (z.B.: @) ist auch sehr verbreitet und in
Ubungen/Priifungen gleichwertig zugelassen. Wichtig ist aber die klare Unterscheidung zwi-
schen Vektoren und Skalaren.

In Zeichnungen werden Vektoren durch Pfeile dargestellt, und Pfeile sind auch ein niitzliches
gedankliches Modell. Die Lange des Pfeils ist ein Mass fiir den Betrag (auch Norm) des Vek-
tors. Den Betrag des Vektors a bezeichnen wir mit |a/|, oft auch kurz mit a .

Beispiel: Ortsvektoren

Ein weiteres wichtiges Beispiel sind die Ortsvektoren (auch Radiusvektoren). Sie a = OP

zeigen von einem gegebenen Bezugspunkt (meist dem Ursprung O) zum ge- P
wiinschten Punkt (hier P) und sind zur Beschreibung von materiellen oder geo-

metrischen Punkten im Raum niitzlich. Der Vektor a = OP ist also ein Pfeil mit O

Startpunkt O und Endpunkt (Spitze) P. Seine Lange entspricht dem Abstand OP .
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* Bemerkung: Beschriftung mit Vektoren bzw. Skalaren

Manchmal beschriften wir die Vektorpfeile mit
fetten Buchstaben (r», v, w). Dann bezeich- 2v
nen wir die Vektoren mit diesen Namen.

Wenn wir Vektoren skalar beschriften (v, J2v, Vp v
2v), so ist ihre Richtung durch den Pfeil defi- ﬁv —
niert. Der Skalar bezeichnet die Komponente in

der gezeichneten Richtung. Z.B. ist die Ge- rp

schwindigkeit des Radmittelpunktes fiir v >0 E

horizontal nach rechts und hat den Betrag v.

* Bemerkung: Zusitzliche Eigenschaften von M %
Vektoren

Die im néchsten Abschnitt (* Bemerkung: Identitdten fiir Vektoren auf Seite 109) zusammengestellten Relationen
(A.1) bis (A.7) gelten fiir alle Vektoren. Je nach den physikalischen Eigenschaften der dargestellten Objekte kon-
nen Vektoren aber auch noch zusétzliche Eigenschaften haben: So gibt es an einen Angriffspunkt gebundene Vek-
toren (z.B. Ortsvektoren, Krafte), linienfliichtige Vektoren, die 1angs einer Geraden verschiebbar sind (z.B. Krafte
an einem starren Korper) und freie Vektoren, die frei parallel verschiebbar sind (z.B. die Rotationsgeschwindigkeit
eines starren Korpers).

* Bemerkung: Dimensionen

Die physikalischen Vektoren sind dimensionsbehaftet. Z.B. werden Ortsvektoren in Metern [m], Geschwindig-
keitsvektoren in Metern pro Sekunde [m/s], Rotationsgeschwindigkeiten in Bogenmass pro Sekunde [rad/s] bzw.
[1/s], Krifte in Newton [N], Momente in Newton-Meter [Nm] gemessen. In den Zeichnungen haben also z.B. die
Geschwindigkeitsvektoren andere Einheiten als die Ortsvektoren der entsprechenden materiellen Punkte!

A.2 Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren

Fiir Vektoren ist eine Addition und eine Multiplikation mit Zahlen definiert (wir nennen die
Zahlen auch Skalare).

Zeichnerisch, in der Darstellung durch Pfeile, erfolgt die Addition der c=a+b
Vektoren @ und b zum Summenvektor ¢ = a + b gemdss der Paral- - =
lelogrammregel (siehe Zeichnung). Der Endpunkt des Summenvek- y

tors ¢ kann also auch konstruiert werden, indem man den Vektor b b

so parallel verschiebt, dass sein Anfangspunkt in den Endpunkt von

a zu liegen kommt (oder umgekehrt).

Wird ein Vektor mit einem positiven Skalar multipliziert, so dndert sich seine Linge entspre-
chend; die Richtung bleibt gleich. Bei Multiplikation mit einem negativen Skalar bleibt der
Vektor immer noch parallel, zeigt aber in die umgekehrte Richtung.

Beispiel: Einheitsvektor

Ein Einheitsvektor hat Lange 1. Jeder Vektor (hier a) lésst sich als Produkt eines Ein-
heitsvektors (hier ) mit dem Betrag des Vektors (hier a) schreiben. e a4 = ae
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Beispiel: Parameterdarstellung einer Geraden

Die Ortsvektoren der Punkte einer Geraden g konnen wir wie folgt konstruie-
ren: Wir wahlen den Ortsvektor a eines beliebigen Punkts auf der Geraden
und einen Vektor b in Richtung der Geraden. Nun multiplizieren wir b mit
dem skalaren Parameter 7 und addieren zu a, d.h. ¥(¢) = a+tb. Wenn ¢ die
reellen Zahlen durchlduft, so tiberstreicht der Ortsvektor r(¢) die Gerade. Sie
ist also die Bahnkurve eines durch r(#) beschriebenen Punktes.

Falls man ¢ als Zeit interpretiert, so ist b gerade der Geschwindigkeitsvektor
der Bewegung: v(t) = i(t) = b.
* Bemerkung: Subtraktion

Die Subtraktion von Vektoren kann auf eine Multiplikation mit —1 und
eine Summe zuriickgefiihrt werden: a—b = a+ (-1)b.

(Mathematisch genauer wére: Man addiert das inverse Element der ad-
ditiven Gruppe der Vektoren, siche (A.4).)

* Bemerkung: Identititen fiir Vektoren

Am Beispiel der Ortsvektoren kann man sich die folgenden Identitéten iiberlegen:

a+b = b+ a (Kommutativitit der Addition), (A.1)
(a+b)+c = a+(b+c) (Assoziativitit der Addition), (A.2)
es existiert ein Nullvektor 0 mit a +0 = a fiir alle a, (A3)
zu jedem a existiert ein inverser Vektor (—a) mit a + (—a) = 0, (A4)
s(ta) = (st)a (Assoziativitit der Multiplikation mit Skalaren), (A.S5)
la = a, (A.6)
(s+t)a = sa+ta,s(a+b) = sa+sb (Distributivitit). (A7)

All diese Beziehungen miissen gelten, wenn man Grossen durch Vektoren darstellen mdchte. Bei der abstrakten
Definition von Vektorrdumen konnen diese Beziehungen als Axiome dienen.

* Aufgabe: Beweis der Assoziativitit

Beweisen Sie die Identitit (A.2) fiir Ortsvektoren graphisch!

* Beispiel: Parameterdarstellung einer Ebene

Analog zur Geradengleichung des obigen Beispiels
kann auch eine Ebene E dargestellt werden: Wir ge-
hen aus vom Ortsvektor a eines Punktes der Ebene
und zwei (nicht parallelen) Vektoren v, und v, in
der Ebene. Dann kann jeder Punkt der Ebene be-
schrieben werden durch r(s,?) = a+sv, +tv, mit
reellen Zahlen s und ¢.
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A.3 Basis, Komponenten z

Wir beschrinken uns nun auf drei Dimensionen
(und nehmen stillschweigend an, dass fiir unsere
Vektoren auch eine Lingen- und Winkelmessung
definiert ist). Dann bilden drei senkrecht aufein-
ander stehende Einheitsvektoren {e,, e, e.} eine
orthonormale Basis. Jeder Vektor a kann als Line-
arkombination der drei Basisvektoren dargestellt

werden:

a=ae tae +ae.. (A.8)

Die skalaren Grossen a, etc. nennen wir Komponenten des Vektors. In Komponentenschreib-
weise schreiben wir den Vektor als Kolonnenvektor

a=|a |. (A.9)

In der Geometrie bezeichnet man die Grdssen a, etc. meist als Koordinaten und verwendet den Begriff Kompo-
nenten fiir die Vektoren a.e, etc. Diese Begriffsbildung macht z.B. fiir Kraft- und Geschwindigkeitsvektoren we-
niger Sinn.

Die Addition und Multiplikation mit Skalaren erfolgt komponentenweise: Mit

aJC bJC
a=|a |undb=| b,
aZ bZ
wird also
a,tb, ta,
atb=| a,+b, | undta = | ta,
a,+b, ta.

Die Norm des Vektors a, seine Lange, ergibt sich aus den Komponenten mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras zu

la| = ai+ai+a§. (A.10)
Die drei Basisvektoren miissen ein Rechtssystem bil- e,
den. :
Bewegungsrichtung
Zur Identifikation von Rechtssystemen gibt es die
Schrauben- oder Korkenzieherregel: Beim Drehen des . e,
Korkenziehergriffs von e, nach e, bewegt sich seine SV
Drehrichtun
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Schraubenachse in positiver e, -Richtung. (In der Zeichnung miisste die Flasche also auf den
Kopf gestellt werden.)

Aquivalent dazu ist die Rechte-Hand-Regel: Wenn e, in Richtung des Daumens und e, in
Richtung des Zeigefingers der rechten Hand zeigt, so zeigt e. in Richtung des Mittelfingers.
(Auch hier miissen Sie Thre rechte Hand verrenken. Deshalb ist es vorteilhaft, sich die
Schraube oder den Korkenzieher vorzustellen.)

Bemerkung: Zeilenvektor
Um Platz zu sparen verwenden wir auch die Schreibweise als Zeilenvektor: a = (a,, a,, a,) .
* (Im Kontext der Linearen Algebra wird man genauer sein miissen und zwischen Zeilen- und Kolonnenvektoren

unterscheiden, bzw. ein Transpositionszeichen schreiben.)

Beispiel: Kraftvektor

z
R
Der gezeichnete (Kraft-) Vektor 4 am Wiirfel mit Kantenldngen a habe den
Betrag 4 und liege in der Fliachendiagonalen PR. Gesucht sind seine Kom- a
ponenten.
Wir konstruieren zuerst einen Einheitsvektor e in Kraftrichtung. Dazu neh- q
men wir irgendeinen Vektor in dieser Richtung und dividieren ihn durch sei- a
ne Norm: Die Punkte P und R haben die Koordinaten P(a, a,0) bzw. (0 y
R(0, a, @) . Den Vektor von P nach R erhalten wir durch Differenzbildung
a
PR = (0,4,0)~ (a,4,0) = (-a,0,a). x P
(Aus Platzgriinden verwenden wir die kompakte Notation als Zeilenvekto- z R
ren, siche Bemerkung: Zeilenvektor oben) Die Norm von PR ist
a
IPR| = |(-a,0,@)| = Ja’+d’ = J2la| = J2a.
Also konnen wir den Einheitsvektor folgendermassen berechnen:
a 4
(0] gy
e = ﬂ = L(_ay Oya) = _1—(_1’ 07 1)’
\PR| )24 2
x a P

Gemiss Problemstellung soll der Vektor 4 in diese Richtung zeigen und den
Betrag 4 haben. Also miissen wir nur noch e mit diesem Betrag multiplizieren:

A = Ae = %(—1,0, 1).

7

(In diesem Beispiel wire auch die Projektion des Vektors vom Betrag A auf die Koordinatenachsen einfach ables-
bar: a, = —Acos45°,a, = 0, a, = Acos45°.)

Aufgabe: Kraftvektoren

Die skizzierten Vektoren C bzw. D haben sollen die Betrdge 3G bzw. G ha-
ben. Berechnen Sie deren Komponenten. a/ |\

(Losung: 3G(=1,-1,1) bzw. (G/4/5)(2,0, 1))
- —t

al2 O‘\ Y

* Bemerkung: Schreibweisen

Die Summenschreibweise (A.8) ist oft fiir theoretische Uberlegungen vorteilhaft, wiihrend man bei konkreten
Zahlenrechnungen meist mit einzelnen Komponenten oder mit den ganzen Kolonnen- bzw. Zeilenvektoren rech-
net.
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Zur Komponentenrechnung passt in den Skizzen das Einzeichnen der Koordinatenachsen statt der Einheitsvekto-
ren (siche Aufgabe: Kraftvektoren oben).

A.4 Skalarprodukt

Wir betrachten zwei Vektoren a und b, die den Winkel ¢ einschlie- b
Das Skalarprodukt a - b (auch inneres Produkt) ist definiert als die
reelle Zahl
a-b = l|a||b|cosgp. (A.11)

Das Skalarprodukt (A.11) ist also positiv fiir 0 < ¢ <7/2. Es verschwindet, wenn die Vekto-
ren senkrecht aufeinander stehen: ¢ = n/2, und es ist negativ fiir 7/2 < ¢ <x. (Annahme:
az0,b+0)

Falls die beiden Vektoren komponentenweise gegeben sind,
a =ae, tae +ae undb = be +be, +b.e.,
so gilt die Komponentenformel
a-b=ab +ab,+ab,. (A.12)

Die Formel (A.12) werden Sie unten selbst herleiten (* Aufgabe: Beweis der Komponentenfor-
mel auf Seite 114).

Das Skalarprodukt ist z.B. niitzlich, um Projektionen oder Winkel zu berechnen, wie in den
folgenden Beispielen erlédutert.
Beispiel: Projektion, Komponente a

Das Skalarprodukt eines Vektors a mit einem Einheitsvektor e (d.h. |e] = 1) er- <W
gibt gemiss (A.11) gerade die Komponente a' von a in Richtung von e: ) <

a = |lalcosg = |a|le|cosg = a-e.
Die Projektion von a in Richtung von e ist also der Vektor a'e = (a - e)e.

Das Vorzeichen von a' zeigt an, ob die Projektion in Richtung von e oder umgekehrt gerichtet ist.

Beispiel: Polarkoordinaten

Die x-y-z-Komponenten des radialen und tangentialen Einheitsvektors der Po- 7
larkoordinaten kdnnen wir geometrisch aus der Zeichnung ablesen: €,

e, = (cosgp, sing, 0) und e, = (—sing, cosgp, 0), - = g

bzw. e, = cosge, + singe, und e, = —singe, + cosype, .

Mit dem Skalarprodukt verifizieren wir nun, dass die abgelesenen Vektoren tat-
sdchlich senkrecht aufeinander stehen:

e.-e, = cosp(—sing) + sinpcosp+0 = 0.
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Beispiel: Winkelberechnung

Es soll der Winkel 6 zwischen den beiden Vektoren A (Betrag 4) und C
(Betrag 3G, siche Aufgabe: Kraftvektoren auf Seite 111) ermittelt werden. a
Dazu berechnen wir zuerst geméss (A.12) das Skalarprodukt der Vekto-

|
ren C
1A
-1 -1 0] Y

Al g lwde =56 |,
2 1 1 a

A=

also

A4-C = L BGE)En+HOED+()(1) = 22536 = 2346
N2 J2

Nun verwenden wir (A.11), um mit Hilfe der bekannten Betrage den Kosinus des Winkels zu berechnen. Es ist
A-C = |A||Clcosé = A(3G)cosd,

also ergibt sich

A-C_ .2
34G 3

cosd =

und damit

0= arccos(ﬁ).

J3
Aufgabe: Winkelberechnung

Offensichtlich ist die obige Winkelberechnung unabhangig von den Betrdgen der Vektoren. Wir hétten also einfa-
chere, zu A bzw. C parallele Vektoren verwenden konnen. Berechnen Sie deshalb den Winkel nochmals, indem
Sie die aus dem obigen Beispiel und der Aufgabe schon bekannten Einheitsvektoren verwenden. Welcher Re-
chenschritt vereinfacht sich dadurch erheblich?

* Bemerkung: Identitéiten fiir das Skalarprodukt

Die folgenden Identititen ergeben sich aus der Definition:

a-b = b-a (Kommutativitit), (A.13)
(sa)-b = s(a-b) = a-(sb) fir s € R (Assoziativitit), (A.14)
(a+b)-c = a-c+b-c (Distributivitit), (A.15)
la - b <lal|b|, (A.16)
a-a = |a’ (insbesondere e, - e, = 1 etc.), (A.17)
a-b=0<>alb odera = 0 oder b = 0 (insbesondere gilt: e, - e, = 0 etc.), (A.18)
a, = a- e, etc. (A.19)

* Aufgabe: Beweise der Identititen
Beweisen Sie die Formeln (A.13) bis (A.19), indem Sie sie auf die Definition (A.11) zuriickfiihren.

(Nur die Distributivitét (A.15) ist nicht sofort klar. Hier hilft die Interpretation als Projektion, siehe Beispiel: Pro-
Jjektion, Komponente auf Seite 112.)
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* Aufgabe: Beweis der Komponentenformel b

Leiten Sie die Komponentenformel (A.12) aus der geometrischen Formel (A.11) a—>b
her.

Tipp: Betrachten Sie z.B. zwei Vektoren a und b mit Zwischenwinkel ¢ sowie den a

Differenzvektor @ — b . Nun kann |a — b|> auf zwei Arten berechnet werden: Kom-
ponentenweise gemass (A.10) und geometrisch mit dem Kosinussatz...

* Bemerkung: Euklidischer Vektorraum

Ein Vektorraum mit einem positiv definiten Skalarprodukt heisst Fuklidischer Vektorraum. (Positiv definit bedeu-
tet, dass @ - @ > 0 fiir alle Vektoren a #0.)

A.5 Kreuzprodukt
Wir betrachten wieder zwei Vektoren a und b, die den Win- c
kel ¢ einschliessen (0 < ¢ < ).

Das Kreuzprodukt ¢ = a x b (auch Vektorprodukt, dusseres
Produkt) ist ein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

» der Vektor ¢ = a X b steht senkrecht auf @ und b,
+ die drei Vektoren a, b und ¢ bilden (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem,
» der Betrag von c ist gegeben durch

le| = laxb| = |a||b|sine. (A.20)

Falls die beiden Vektoren komponentenweise gegeben sind,
a =ae t+ae +ae undb = be +be +bh.e.,
so gilt die Komponentenformel
axb = (a,b,—a.b,)e, + (a.b,—ab.)e,+(ab,—ab,)e.. (A.21)

Sie miissen sich nur die erste Komponente der Formel (A.21) merken. Die weiteren ergeben
sich durch zyklische Vertauschung der Indizes x, y, z (siehe Beispiel: Moment auf Seite 115).

Die korrekte Herleitung von (A.21) aus der geometrischen Definition und Formel (A.20) ist
nicht offensichtlich (siehe dazu * Bemerkung: Herleitung der Komponentenformel auf Seite
116).

Mit dem Kreuzprodukt kénnen wir aus komponentenweise gegebenen Vektoren dazu senk-
rechte konstruieren, Abstidnde und Fldchen berechnen u.a.m. Verschiedene Gréssen in der Me-
chanik sind iiber Kreuzprodukte definiert oder verkniipft (Rotationsgeschwindigkeit, Moment,
Drall).

Bemerkung: Parallele Vektoren

Formel (A.20) zeigt, dass das Kreuzprodukt genau dann verschwindet (d.h.: gleich dem Nullvektor ist), wenn ei-
ner der Vektoren verschwindet oder die Vektoren parallel sind.
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Beispiel: Moment

Wir berechnen das Kreuzprodukt des Vektors OP mit dem Vektor A vom - R
Betrag A («Moment der Kraft A bez. O»). a
Der Vektor OP hat die Komponenten
OP = (a,a,0) = a(1,1,0), P ) A
der Vektor A OP Y
a=2c100), x 4p

J2

Zur einfachen Berechnung des Kreuzproduktes multiplizieren wir zuerst die Betrage (siche Formel (A.23) unten)
und schreiben Kolonnenvektoren:

a4 ! -
OPxA=—|| 1 |X]| 0
J2

0

[

Von Formel (A.21) haben Sie sich den ersten Summanden gemerkt: Die x-Komponente

des Kreuzprodukts entsteht aus der y-Komponente des ersten Vektors mal die z-Kompo- 1 -1
nente des zweiten Vektors («x-y-z») minus «das Umgekehrte» (z-Komponente des ersten 14X -0
mal y-Komponente des zweiten). Im Beispiel ist die x-Komponente des Resultats also 0 1
1-1-0-0=1.

Die weiteren Komponenten des Kreuzprodukts ergeben sich durch zyklisches Vertauschen von x, y und z. Die y-
Komponente istalso 0 - (-1)—1-1 = -1, die z-Komponente 1 - 0—1-(-1) = 1. Also gesamthaft:

aA
OPxA = —(1,-1,1).
J2

Beispiel: Abstand Punkt-Gerade

z
R
Es soll der kleinste Abstand d, der Geraden durch P und R vom Punkt O er- S
mittelt werden («Hebelarmy). a
Der gesuchte kleinste Abstand liegt auf einer Senkrechten auf der Geraden;
der entsprechende Geradenpunkt sei 7. Nun betrachten wir das rechtwinkli- d, T
ge Dreieck OPT (statt P kann auch ein beliebiger anderer Punkt auf der Ge- a 0)
raden gewihlt werden). In diesem Dreieck ist die gesuchte Strecke d, eine Y
Kathete. Wir miissen also nur die Lange der Hypotenuse PO mit dem Sinus
des spitzen Winkels a multiplizieren: X a P
d, = |PO|sina. g z R
Wenn wir den Einheitsvektor e in Geradenrichtung betrachten, so ist aber a
gemiss Definition (A.20) des Kreuzprodukts
|PO|sina = |PO||e|sina = |PO X e] . d, Ir
. a 0] |
Also ist 4 e
(07
d, = |POXe|
X a P

und ausgerechnet:
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Aufgabe: Abstand

Berechnen Sie im obigen Beispiel den kleinsten Abstand der Raumdiagonalen durch P und S vom Punkt O. (Lo-
sung: /2/3a)

* Beispiel: Gemischtes Produkt verschwindet

Ein gemischtes Produkt der Form a - (b X @) verschwindet immer (siche (A.32)). Dies wird z.B. aus folgender
Uberlegung sofort klar: Der Vektor b X a ist definitionsgemiss senkrecht auf @ (und auf ). Das Skalarprodukt
von a mit einem Vektor senkrecht zu a4 verschwindet geméss (A.11).

* Beispiel: Normale zur Ebene

Falls eine Ebene £ gegeben ist durch die Parameter-
darstellung r(s, t) = a+sv, +tv,, so berechnet sich
ihr Normalenvektor n zu

n=vxv,.

* Bemerkung: Identititen fiir das Kreuzprodukt

Es gelten die folgenden Identititen fiir Kreuzprodukte von nichtverschwindenden Vektoren:

axb = —bxa (Anti-Kommutativitit), (A.22)
(sa)xb = s(axb) = ax(sh) fir se R (Assoziativitit). (A.23)
(a+b)xc = axc+bxc (Distributivitit), (A.24)
axb=0<a|b odera = 0 oderb =0, (A.25)
e Xe =e,eXe = —e, etc. (A.26)
|a % b| ist die Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms. (A.27)

* Aufgabe: Beweise der Identititen

Leiten Sie die Identititen (A.22), (A.23), (A.25), (A.26) und (A.27) aus der geometrischen Definition des Kreuz-
produkts her. (Die Distributivitét (A.24) ist schwieriger, s.u.)

* Bemerkung: Herleitung der Komponentenformel

Es ist nicht offensichtlich, wie man die Komponentenformel (A.21) korrekt aus der Definition des Vektorprodukts
herleitet (verschiedene Biicher unterschlagen den springenden Punkt). Oft iiberlegt man sich zuerst die Identitdten
(A.22) bis (A.27). Dann verwendet man die Assoziativitdt und Distributivitit, um die Berechnung auf die Glei-
chungen (A.26) fiir die Einheitsvektoren zuriickzufiihren:

(a,e,+ae,+ae)x(be +be +be)=abexe+abexe+..=0+tabe+...

Das Einsetzen aller 9 Summanden ist reine Fleissarbeit. Schwieriger ist die Herleitung der Distributivitét (A.24)
aus der geometrischen Definition (Achtung: Anwendung von (A.21) ergébe einen Zirkelschluss!). Eine Beweis-
variante findet sich in http://de.wikibooks.org/wiki/Vektoralgebra, Teil 3: Multiplikation von Vektoren.

Man kann umgekehrt auch die Komponentenformel (A.21) als Definition des Kreuzprodukts auffassen. Dann fol-
gen (A.22) bis (A.26) durch reines Ausrechnen. Der aus (A.21) berechnete Vektor ist senkrecht auf @ und b, die
drei bilden ein positiv orientiertes Dreibein. (A.27) oder (A.20) ergeben sich aus der Berechnung von

lal’|b]*(sing)” = |al’|b*(1 — (cosg)’) = (a-a)(b-b)—(a-b)’ = ... = laxb|’.
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* Bemerkung: Abstandsrechnung mit der Geradengleichung

Der Abstand Punkt-Gerade kann auch mittels der Geradengleichung be- r(t)
stimmt werden. Obwohl diese Rechnung komplizierter ist, wollen wir sie
ibungshalber durchfiihren. R

Dazu betrachten wir (gemass Beispiel: Parameterdarstellung einer Geraden
auf Seite 109) die Geradengleichung in der Parameterform

r(t) = OP+te. al O —

Nun suchen wir den Wert ¢, des Parameters ¢, so dass r(#,) auf den kleins- op
ten Abstand zu liegen kommt, der Endpunkt also in 7 liegt. Es muss also a f2
r(t,) senkrecht auf e stehen:

r(t)-e=0.

In Komponenten heisst das:

((a, a,0)+ %(—1, 0, 1)) : (ﬁ(—l, 0, 1)) - 0.

Wir rechnen das Skalarprodukt aus und ermitteln daraus den zu 7 gehorigen Parameterwert ¢, .

@by ) =Ly = 0,als0 4, = L
J2

NG 2

Somit ist

r(1) = (@, 0)+41,0,1) = a3, 1,2) wnd |r(1)] = Id

1. N _J6 _ B
(2,1,2)‘ 74 /\/;a.

A.6 Mehrfache Produkte

Das gemischte Produkt a - (b X ¢) (Spatprodukt) ist eine Zahl. Durch zyklische Vertauschung
der Vektoren dndert sich nichts am Resultat:

a-(bxc) =b-(cxa). (A.28)

Das doppelte Vektorprodukt a x (b X c¢) ist ein Vektor. Es gilt die Umrechnung:
ax(bxc) = (a-c)b—(a-b)c. (A.29)

* Aufgabe: Beweise fiir die Identititen

Verifizieren Sie die Identitdten (A.28) und (A.29). Fiihren Sie dazu die Vektoren in Komponentenschreibweise
ein. Berechnen Sie die Kreuzprodukte bzw. Skalarprodukte mit den entsprechenden Formeln (A.12) und (A.21).
Hier ist das Verwenden eines CAS-Rechners oder -Programms (z.B. Mathematica, Maple) erlaubt.

* Bemerkung: Weitere Eigenschaften des gemischten Produkts

a. a, a,

a-(bxc) =|p, b, b. (Determinante), (A.30)
C, €y C,

a - (b xc) ist das Volumen des aufgespannten Parallelepipeds, (A31)

a-(bxa) =b-(axa) =0. (A32)
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Appendix B: Zum Energiesatz

Eine allgemeine Form des Energiesatzes kann direkt aus dem Prinzip der virtuellen Leistungen
abgeleitet werden. Im Modell eines konservativen Systems folgt ebenso strikt die Erhaltung
der Summe aus kinetischer und potentieller Energie. Hier ist die Energieerhaltung also kein
Postulat sondern eine Folge des allgemeineren Prinzips. Zur Illustration dieser Zusammen-
hinge und als Anwendungsbeispiel der Vektoranalysis sind in diesem Appendix einige Ab-
schnitte zusammengestellt, welche frither Teil der Vorlesung waren. Sie sollen der
interessierten Leserschaft als Vertiefung und Referenz dienen.

B.1 Allgemeine Form

Lernziele

* Sie kennen den Energiesatz in seiner allgemeinen Form und kénnen ihn anwenden.

* Sie konnen sich unter Vektorfeldern und Skalarfeldern etwas vorstellen und kennen Beispiele.

* Sie konnen die im Skript erwéhnten Beispiele von Potentialfunktionen in konkreten Systemen berechen.

* Sie konnen konservative Kréfte identifizieren und kennen Beispiele von nichtkonservativen Kréften.

* Sie konnen konservative Systeme beschreiben und identifizieren und fiir sie den Energiesatz formulieren.

* Sie konnen in konservativen Systemen mit dem Energiesatz einen Zusammenhang zwischen Lagekoordinaten
und deren Ableitungen herleiten.

* Sie konnen mit dem Energiesatz die Bewegungsdifferentialgleichungen von konservativen Systemen herleiten.

Wenn wir das PdvL fiir die wirklichen Geschwindigkeiten formulieren (und deshalb die Tilden
weglassen), so ergibt sich

PO 4 p@ L p — (B.1)

In P haben wir jetzt, im Gegensatz zu (3.8), einen Zusammenhang zwischen den Geschwin-
digkeiten und den Beschleunigungen:

Diesen konnen wir weiter verwerten:

= JJJa i =~y = ][

oder

, A1,
PO = -L(Lf[[v2am). (B.2)

Die Grosse in der Klammer der rechten Seite von (B.2) definiert die gesamte kinetische Ener-
gie 7 des Systems:

-118-



Technische Mechanik Zum Energiesatz

T = %jjjv%hn. (B3)

Fiir einen Massenpunkt vereinfacht sich (B.3) zu

T = %mvz. (B.4)

Wenn wir die Leistungen der inneren und der dusseren Kréfte (also der wirklichen Krifte) zu
P zusammenfassen,

P = P([)+P(a),

so erhalten wir aus (B.1) und (B.2) den Energiesatz in der allgemein giiltigen Form

T = P|. (B.5)

In dieser Formulierung stellt der Energiesatz eine Beziehung zwischen der Leistung der wirkli-
chen inneren und #usseren Krifte und der Anderung der kinetischen Energie dar. Fiir Massen-
punkte lésst er sich aus dem Newtonschen Gesetz herleiten, ist also keine davon unabhingige
Gleichung.

Beispiel: Mathematisches Pendel

Im Fall des Pendels (siehe Beispiel: Mathematisches Pendel auf Seite 83) betragt die
Geschwindigkeit

v = lpe,.

Damit wird die kinetische Energie

m,, .
= Zpe?.
5 ¥

Nur die Gewichtskraft hat bei der wirklichen Bewegung eine Leistung:

P = —mglpsing . mg
Der Energiesatz (B.5) sagt hier also

mlPop = —mglpsing .

o
/

ergibt sich wieder die Bewegungedifferentialgleichung (3.18):

Mit der Definition (3.24) der Kreisfrequenz, also

p+w?sing = 0.

Wir konnen also im Fall dieses Massenpunktes auch umgekehrt die Bewegungsgleichung aus dem Energiesatz
herleiten.
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Technische Mechanik Zum Energiesatz
B.2 Konservative Systeme

Fiir viele Rechnungen sind Aussagen hilfreich, die sich direkt auf die Energie beziehen, wo
also keine zeitlichen Ableitungen vorkommen. Dazu wire es niitzlich, die rechte Seite von
(B.5), also die Leistung der inneren und dusseren Kréfte, auch als zeitliche Ableitung zu sch-
reiben. Dann konnten wir die Gleichung integrieren. Dies gelingt unter gewissen Vorausset-
zungen, die wir nun besprechen wollen. Dazu miissen wir zuerst einige neue Begriffe
einfiihren.

Wir betrachten ein Krafifeld F(r): In jedem Punkt des Raumes ist ein Kraftvektor gegeben,
wie z.B. bei der Gewichtskraft. F ist damit ein Vektorfeld, mathematisch gesprochen eine Ab-
bildung

R35R3
r - F(r)

Man nennt F(r) ein konservatives Krafifeld wenn es sich als (negativer) Gradient einer Po-
tentialfunktion V(r) schreiben lésst:

F(r) = —grad(V(r)) = -VV. (B.6)

In kartesischen Koordinaten bedeutet das
_ 0 0 0
F(x,y,z) = <=V, »,2), =—=V(x,»,2), =V(x,y,2) | . (B.7)
ox dy 0z

Die Potentialfunktion V(r) ist ein Skalarfeld: Hier ist in jedem Punkt des Raumes ein skala-
rer Wert gegeben.

R3>R
r >V .
Bei einem beliebigen Vektorfeld konnen in jedem Raumpunkt drei Komponenten festgelegt

werden. Deshalb ist es ein sehr spezieller Fall, wenn diese drei Komponenten gerade der Gra-
dient einer Potentialfunktion sind.

Die zu einem konservativen Kraftfeld gehorige Potentialfunktion ist nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt, die bei der Ableitung in (B.6) wieder aus der Rechnung fillt. Diese Nor-
mierungskonstante kann man frei festlegen.

Bevor wir mit unseren Uberlegungen zum Energiesatz weiterfahren, betrachten wir einige Bei-
spiele fiir konservative Kraftfelder.

Beispiel: Homogenes Schwerefeld

Falls wir die z-Richtung vertikal annehmen und das Schwerefeld homogen modellieren, so ist das Kraftfeld G' an
einem Massenpunkt der Masse m gegeben durch

G = (0,0,-mg). (B.8)

-120-



Technische Mechanik Zum Energiesatz

Als Potentialfunktion setzen wir
Vy = mgz
an. Die Berechnung des negativen Gradienten gemadss (B.7) ergibt tatsdchlich

G = —grad(Vy).

Es liegt also ein konservatives Kraftfeld vor.

Beispiel: Newtonsches Potential

Falls man sich fiir das Schwerefeld im Grossen interessiert, so muss die Gravitationskraft genauer modelliert wer-
den. Schon Newton erkannte das Gesetz, nach dem sich zwei Korper der Massen m, und m, im Abstand r mit ei-
ner Kraft vom Betrag

m,m,
2
r

Fo(ry =G (B.9)

anziehen. Dabei ist G die Gravitationskonstante (~6,673 10! N m? kg?). Die Formel (B.9) liefert den Betrag der
Kraft; die Richtung des Kraftvektors ist durch die Verbindungsgerade der beiden Korper gegeben.

Beim Gravitationsfeld handelt es sich ebenfalls um ein konservatives Kraftfeld. Die zugehorige Potentialfunktion
ist ndmlich

mym,

Vo(r) = -G 72, (B.10)

wie wir durch eine kleine Rechnung verifizieren kdnnen. Wir notieren vorerst, dass

;= /x2+y2+22

gilt und deshalb z.B.

91 _ 10, _ _l@)lzx - _lx
oxr 720X 2\ r P

Der negative Gradient der Potentialfunktion der Masse m, ist also

—grad(Vs(x,y,z)) = 7(8 J 9 (ﬁGw)

way a0
- 9 9 o\l _ l()_f y z)
Gmlmz(ax’ 9y’ 9z/ r Gm1m2r2 ey
_ Gmlmz

Dabei ist der Vektor e = —(J—C, }—}, %) gerade der Einheitsvektor, welcher die Richtung der Kraft festlegt.
rrr

Beispiel: Coulombsches Potential

Das Coulombsche Kraftgesetz (1.20) fiir zwei beliebig geladene Punktladungen Q,
und Q, ist vollig analog zu (B.9):

FC = —L Q12Q2e.
4dre

Wir haben es hier vektoriell und so geschrieben, dass es fiir positive und negative La-
dungen funktioniert. In Analogie zu (B.10) sehen wir sofort, dass das Coulombsche X
Potential
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Ve(r) = -2

sein muss.

Beispiel: Federkraft A/

Ein anderes, immer wieder vorkommendes konservatives Kraftfeld ist dasjenige Fr

der (linearen) Feder (3.25). Falls die ungespannte Lénge null ist, so kdnnen wir r
das Federgeset; folgendermassen schreiben:

F. = —cr.

Die Materialgrosse ¢ heisst Federkonstante oder Federsteifigkeit. Die Potentialfunktion ist hier

2
(VF:%A—.

Bemerkungen

Als Motivation zum spéteren Studium der zugehdrigen Mathematik merken wir an, dass unter geeigneten Voraus-
setzungen ein konservatives Kraftfeld geméss (B.6) gleichbedeutend ist mit einem konservatives Feld, fiir wel-
ches das Arbeitsintegral auf jedem geschlossenen Weg verschwindet

§(F-dr) =0, (B.11)

oder mit einem wirbelfreien Feld, dessen Rotation verschwindet:

rotF = VxF = 0.

Es gibt auch innere Krdfte, die sich durch Gradientenbildung aus einem Potential ergeben, z.B. die elastischen
Deformationskrifte.

Beispiel: Gleitreibungskraft

Gleitreibungskrifte sind nicht konservativ: Eine konservative Kraft muss aus dem Gradienten F v
einer Potentialfunktion berechnet werden konnen, die nur von der Lage des Angriffpunktes S _—_
und nicht von seiner Geschwindigkeit abhéngt. Die Gleitreibungskraft ist aber immer umge- T
kehrt zur Geschwindigkeit gerichtet und damit von der Geschwindigkeit abhingig.

Aus der Richtung der Gleitreibungskraft ersieht man — alternativ dazu und fast noch einfacher —, dass das Arbeits-
integral fiir jeden nichttrivialen Weg negativ ist, also insbesondere auch fiir einen geschlossenen Weg (B.11).

Wir nennen von konservativen Kraftfeldern ausgelibte Kréfte konservative Krifte. Ein konser-
vatives System ist definiert als ein System, bei dem alle inneren und dusseren Krifte sowie die
Bindungskrifte konservativ sind oder keine Arbeit leisten.

In einem konservativen System konnen wir die Leistung einfach berechnen. Falls nur eine
Kraft F an einem materiellen Punkt r angreift, so ldsst sie sich schreiben als

F = -VV(r).

Aus den Ableitungsregeln erhalten wir fiir die zeitliche Ableitung des Potentials bei einer Be-
wegung r(t)
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_d _ d
V= ZVE0) = VY- 2

Zr(t) = <F-v = -P. (B.12)

Diese Rechnung konnen wir auch fiir das Gesamtpotential °V mehrerer konservativer Kraft-
felder an einem System durchfiihren. Im Fall von N diskreten Kriften F; mit Angriffspunkten
ri(i=1,..,N)gilt

F, = -V, V(r,r,..,ry).

Die Geschwindigkeiten der Kraftangriffspunkte sind v, = #;. Damit wird
N N
d d
E(V(rl,rz,...,rlv) = ZV,~‘.(V(I’1,I‘2,...,}’N)'%I’Z- = _ZFZVI = _P. (B.13)
i=1 i=1

Geméss (2.3) steht auf der rechten Seite von (B.12) oder (B.13) die negative Gesamtleistung
% der (inneren und dusseren) konservativen Kréfte. Es gilt also:

P =-V.
Zusammen mit (B.5) ergibt sich
T+V =0

und daraus der Energiesatz fiir konservative Systeme

E=T+YV = konst. | (B.14)

In einem konservativen System bleibt also wahrend der Bewegung die Summe der kinetischen
und der potentiellen Energie konstant. Durch Vergleich der gesamten Energie zu zwei geeigne-
ten Zeitpunkten kann man oft ohne Integration der Bewegungsgleichungen niitzliche Schliisse
ziehen.

Beispiel: Parabolische Schnelligkeit

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes im Newtonschen Potential (B.10) Vo
der Erde. Auf der Erdoberfliche werde er mit der Anfangsschnelligkeit v, vertikal
nach oben geschossen. Die Luftreibung und die Rotation der Erde werden vernachlds-
sigt. Welche Hohe erreicht er?

Wir bezeichnen mit m, fiir die Masse und mit R, den Radius der Erde. Gemiss (B.9)
ist die Gravitationskraft auf den Massenpunkt mit Masse m in der Hohe 7 {iber dem
Erdmittelpunkt betragsméssig

mmg Fg

2
r

FG:G

Das System ist konservativ, es gilt also der Energiesatz in der Form (B.14). Beim Ab- m
schuss ist die Gesamtenergie geméss (B.4) und (B.10) v

2
11)7Gmm5

= + = .
E=T+YV m2 R,

Im hochsten Punkt » = r_,, kommt die Vertikalbewegung zur Ruhe. Die kinetische
Energie wird dort also null und die Gesamtenergie
mmy

E=T+V=-G .

T,

max
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Damit ergibt sich fiir die maximale Hohe iiber dem Erdmittelpunkt

_ (Lo vy
Fa (RE 2GmE) (B.5) (B.15)

Hier ist interessant, dass die Hohe gegen unendlich strebt fiir

2Gmy
VO % .
Ry

Vv = 2Gmyg
N Ry
die parabolische Schnelligkeit oder Fluchtschnelligkeit. Weil auf der Erdoberflache die homogen modellierte
Gewichtskraft (B.8) mit der exakten Gewichtskraft (B.9) zusammenfillt, gilt fiir die Erdbeschleunigung g

Man nennt

_ Gmg
R:

Damit vereinfacht sich die parabolische Schnelligkeit zu

v = J2gR; ~11.2km/s.

Fiir vy <v,, erreicht der Massenpunkt also die maximale Hohe r,,, — R, (siehe (B.15)) iiber der Erdoberfliche
und fallt dann zuriick. Fiir vy = v, kommt der Massenpunkt nicht mehr zuriick. v, > v,, wird die maximale Hohe
formal negativ. Es wird also bei keiner physikalisch sinnvollen Hohe ein Maximum angenommen; der Massen-
punkt kommt nicht mehr zuriick.

Beispiel: Achterbahn

Moderne Achterbahnen fahren auch Loopings. Das ist mit normalen, einseitig g
bindenden Schienen mdglich.

R

Wie gross muss die horizontale Anfangsgeschwindigkeit sein, damit kein Ab-
sprung stattfindet? m Vo
1.  Wir modellieren den Wagen als Massenpunkt und vernachlissigen die Rei- e

bung. Er ist unser System.
2.  Weiteres Freischneiden ist nicht notig.
3. Die am Massenpunkt angreifenden Kréfte sind in der Skizze in allgemeiner

Lage eingezeichnet.
4. Der Freiheitsgrad ist eins. Die Lage wird durch den Winkel ¢ gemiss |

Skizze beschrieben. l_(f( N
5. Kinematische Relationen sind nicht relevant. l

mg

6. Wir formulieren das Newtonsche Bewegungsgesetz in tangentialer und in
radialer Richtung (nach innen positiv).

Tangential: mRp = —mgsing .
Radial nach innen: mRp? = N—mgcosy.

Um die Aufgabe zu l6sen, muss N(¢) oder N(¢) berechnet werden. Dazu brauchen wir ¢?(¢) oder ¢?(p).
Weil die tangentiale Bewegungsgleichung derjenigen des nichtlinearen Pendels (3.18) entspricht, konnen wir
auf keine elementare Losung fiir ¢(¢) hoffen. Im Prinzip ist es moglich, aus der tangentialen Bewegungsglei-
chung mit Hilfe von
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2.2
mvy _ mReg’ +mgR(1 - cosyp).
2 2
7. Der Energiesatz liefert
2 = L 2gR(1
@* = RZ(VO —2gR(1 - cosyp)).
Damit wird
V2
N = m(EO —2g(1 - cosyp) +gcos<p) ,
_ (vé
N=m E+g(3cosgo72) .
8. Die Losung des Anfangswertproblems ist nicht gesucht.
9. Wenn die Normalkraft negativ wird, so findet ein Absprung statt. Sie muss also immer positiv sein:
N>0 < vi>Rg(2—-3cosp).
Diese Bedingung ist am strengsten, wenn ¢ = 7 wird. Dort ergibt sich
v$>5Rg.
(Falls der Wagen an der Schiene festgehalten wire, so wiirde die kleinere Schnelligkeit v >4Rg geniigen,
um den hochsten Punkt zu erreichen. Diese Schnelligkeit setzt aber eine negative Normalkraft voraus.)
Beispiel: Schwingung Z
g
Ein Massenpunkt héngt an einer Feder (ungespannte Lange null, Federkonstante ¢)
: ; ; ) e S -« h [
und gleitet reibungsfrei auf einer kreisformigen Fiihrung.
Gesucht ist die Bewegungsdifferentialgleichung und eine Bedingung fiir %, so dass
eine Schwingung um die hdchste Lage stattfindet. AL
1. System: Massenpunkt. g
2.  Weiteres Freischneiden ist nicht notig. R
3. Die Krifte in allgemeiner Lage sind geméss Skizze eingefiihrt.
4. Der Freiheitsgrad ist eins. Als Lagekoordinate dient der Winkel ¢ gemdéss gy
Skizze.
5. Kinematische Relationen sind nicht relevant. @
6. Die Verwendung des Energiesatzes ist einfacher als das Aufstellen des Newton- N
schen Gesetzes.
Das System ist konservativ. Wir konnen den Energiesatz gemaéss (B.14) formu-
lieren:
mg

0" = 200

eine Gleichung fiir ¢? zu gewinnen.

Direkter ist fiir dieses konservative System aber der Energiesatz. Wir formulieren ihn in der Form (B.14):

%(Rgb)z + glz—ng(l —cosg) = E.

Fiir den Abstand / benutzen wir den Kosinussatz in der folgenden Form:
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P = (R+h)?>+R>-2R(R+ h)cosgp.
Diese Gleichung setzen wir in den Energiesatz ein und leiten dann nach der Zeit ab. Es ergibt sich
mR*¢pp + cR(R+ h)psing —mgRpsing = 0.
Wir erhalten also wieder eine zum Beispiel: Mathematisches Pendel auf Seite 83 analoge Gleichung:
p+ksing = 0.

Die hier vorkommende Kreisfrequenz « ist gegeben durch

K=

7. Bindungskrifte sind nicht gesucht.

8. Eine Losung der Bewegungsdifferentialgleichungen ist nicht gefragt. Wichtig ist aber die Diskussion:

9. Falls die Grosse « positiv ist, so kann mit w? = « die Losung (3.21) des Pendels wiederholt werden.
Falls hingegen « negativ wird, so ergibt sich mit w? = —« eine linearisierte Gleichung (fiir kleine Auslenkun-
gen) der Form

p—wrp = 0.
Diese wird von Exponentialfunktionen (oder hyperbolischen Funktionen) geldst. Es findet keine Schwingung
statt. Die Bedingung fiir eine Schwingung um die hochste Lage ist also
k>0 < R+h> % .

Kontrollfragen

1. Wie ist die kinetische Energie eines Massenpunktes definiert?

2.  Wie lautet der Energiesatz in seiner ersten Form?

3. Wie lautet der Energiesatz in seiner integrierten Form?

4. Wie berechnet sich das Differential der kinetischen Energie?

5. Wie ist die Arbeit definiert?

6. Fir welche Kraftfelder ist das Arbeitsintegral vom Weg unabhéngig?

7. Wie ist ein konservatives Kraftfeld definiert?

8. Wie ist ein wirbelfreies Kraftfeld definiert?

9. Wie ist ein konservatives Kraftfeld definiert?

10. Wie berechnet sich die Kraft aus dem Potential?

11. Wie berechnet sich das Potential eines konservativen Kraftfeldes?

12. Ist ein konservatives Kraftfeld wirbelfrei?

13. Wie berechnet sich das Arbeitsintegral von P nach Q eines konservativen Kraftfeldes aus dem Potential?

14. Was ist ein konservatives mechanisches System?

15. Wie lautet der Energiesatz fiir konservative Systeme?

16. Welche Formen des Energiesatzes sind immer giiltig?

17. Ist ein Auto ein konservatives mechanisches System?
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Ubungen //
1. Wir betrachten noch einmal den Massenpunkt auf einer schiefen Ebene (siche Auf-

gabe 3. auf Seite 90). Ist das System konservativ? Formulieren Sie den Energiesatz
und berechnen Sie daraus die Differentialgleichung der Bewegung! _

System konservativ? Fiihren Sie einen Lagewinkel ¢ ein, der im Minimum des Po-

2. Betrachten Sie den Massenpunkt auf einer Kreisbahn Aufgabe 4 auf Seite 90. Ist das A
g
tentials verschwindet und berechnen Sie die gesamte potentielle Energie V(¢) ! i

Formulieren Sie den Energiesatz und zeigen Sie, dass die Bewegungsdifferen-
tialgleichung mit derjenigen des mathematischen Pendels iibereinstimmt. Welches ist
die Kreisfrequenz einer kleinen Schwingung um die Ruhelage? m

3. Ein rdumliches Kraftfeld hat die Komponenten
F, = %xz —byz,

F, = cxy+ax,

F. = —dxy+dz.

Fiir welche Werte der Konstanten a, b, ¢ und d ist es wirbelfrei? Finden Sie das zugehorige Potential
Vx,y,z))!

4. Ein ebenes Kraftfeld besitzt das Potential ‘V(x,y) = cxy. Finde die Komponenten der Kraft F! Finden Sie
die Bewegung eines Massenpunktes m, der sich in diesem Kraftfeld bewegt und den Ursprung mit der Ge-
schwindigkeit v, in x-Richtung verlésst!

B.3 Rotation

Lernziele

» Sie konnen bei ebenen Bewegungen die kinetische Energie in Translationsenergie und relative kinetische Ener-
gie zerlegen und berechnen.

» Sie konnen in konservativen ebenen Systemen aus dem Energiesatz einen Zusammenhang zwischen den La-
gekoordinaten und deren Ableitungen herleiten.

Wir wollen nun noch die kinetische Energie genauer betrachten. Fiir
starre Korper und speziell fiir ebene Bewegungen ldsst sie sich ge-
geniiber dem Integral (B.3)

T = %vazdm

wesentlich vereinfachen. Wir zerlegen vorerst ganz allgemein die
Geschwindigkeitsvektoren der Massenelemente gemass

v =vy.+v

und erhalten
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T = 2 [[(es vy e am = Bvae L[ [v2dm+ve- [[[vdm.

Wegen (3.39) verschwindet das Integral im letzten Summanden. Der erste Summand entspricht
der kinetischen Energie des auf den Massenmittelpunkt geschrumpften Koérpers. Man nennt
diesen Anteil die Translationsenergie 7, des Korpers:

_m

: 2v%. (B.16)

Den zweiten Summanden nennt man die relative kinetische Energie T, :

T = %”jv‘zdm. (B.17)

Zusammenfassend ist also

| T=7+T,

(B.18)

Falls wir einen starren Korper betrachten, der sich mit Kinemate {v,, w} bewegt, so berech-
nen wir die relative kinetische Energie folgendermassen weiter:

%.”.[szdm B %”.[(""v')dm - %I”(V“(er'))dm = %w-”jr'xwdm = %w-LC,

also

T = %w-LC. (B.19)

Bei der ebenen Bewegung eines starren Korpers wird die Berechnung der relativen kinetischen
Energie wegen (B.19) noch einfacher:

T = %Ica)z . (B.20)

Beispiel: Rollendes Rad

Ein rollendes Rad (v = rw) hat also die kinetische Energie

Ve
T=7;+T,=%vg+%ldf. C
r
Fiir ein homogenes Rad mit
I = mr’ 74
C A
2
(siche (3.48)) ergibt sich
2
_m,  Imrt o 3m
T Vet 5w e

Der Anteil der Translationsenergie ist bei dieser Massenbelegung also doppelt so gross wie derjenige der relativen
kinetischen Energie (siehe Kontrollfrage 4 auf Seite 131).
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Im Fall einer Rotation um den Punkt O ist die Geschwindigkeit eines N
Massenelementes dm Y

vV = wXr.

Eine analoge Rechnung wie oben ergibt fiir die gesamte kinetische
Energie B

- %jyvzdm - %jy@.v)dm

- %j“(v-(a)xr))dm = %w-“jrxvdm

1
= EQ)'L().

Bei ebenen Rotationen um O wird daraus

T = %Iowz. (B21)

Die Herleitung des allgemeinen Energiesatzes (B.5) und desjenigen fiir konservative Systeme
(B.14) gilt nicht nur fiir Massenpunkte. Deshalb gelten diese Sétze insbesondere auch fiir starre
Korper, bei denen wir mit (B.18) und (B.19) oder (B.20) die kinetische Energie sehr bequem
ermitteln konnen.

Die Energiesitze (B.5) oder (B.14) liefern fiir starre Kdrper keine vom Drall- und Impulssatz
unabhingige, neue Gleichung. Vor allem bei konservativen Systemen ist der Satz (B.14) aber
trotzdem sehr niitzlich, da er einer integrierten Form der Bewegungsgleichungen entspricht.

Beispiel: Fallender Balken

m,l
Ein Balken (Masse m, Lange /) wird fast vertikal auf eine raue Horizontalebene (Haftrei-
bungskoeffizient y, ) gestellt. | @
Gesucht ist seine Bewegung. Wann beginnt er zu gleiten? |
1. System: Balken. Z
Ho

2.  Weiteres Freischneiden ist nicht notig.
3. Krifte gemiss Skizze in allgemeiner Lage.
4

In der Haftungsphase ist der Freiheitsgrad 1. Als Lagekoordinate dient der Winkel
®.

b

Kinematische Relationen brauchen wir nicht.

6. Vor dem Rutschen ist die Bewegung eine Rotation um O. Wir formulieren deshalb
den Massenmittelpunktsatz in tangentialer und radialer Richtung (nach innen):

e,: még’b = mgsing + Fcosgp — Nsing

e,: mégbz = mgcosy — Fsing — Ncosgp.

Der Drallsatz beziiglich O ergibt mit (3.43) und (3.47):
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mi?

: . .. /.
Lo = 1o = 3 o = mgzsmgo.

Dabei rechnen wir den Drall und das Moment in positiver ¢-Richtung positiv. Die mathematisch positive
Richtung wire umgekehrt; das entspricht einem Vorzeichenwechsel auf beiden Seiten der Gleichung.

Bei der Formulierung des Energiesatzes beachten wir, dass das System vor dem Gleiten konservativ ist und
eine Kreiselung um O vollfiihrt. Wir kdnnen also die kinetische Energie gemiss (B.21) berechnen und den
Energiesatz in der Form (B.14) aufstellen:

T+ = %[O¢2+%mgl(cos<pf 1) = konst. . (B-22)

Das Nullniveau des Potentials wurde dabei in der Anfangslage ¢ = 0 angesetzt.

(Der Energiesatz ist auch hier eine integrierte Form des Drallsatzes, denn die Ableitung der Gesamtenergie
nach der Zeit ergibt:

Iog'bf%mglsincp =0.)

Die integrierte Form (B.22) ist aber trotzdem niitzlich, da sie direkt eine Beziehung fiir ¢? liefert.
7.  Wir berechnen die Bindungskréfte im nédchsten Schritt.

8. Mit den Anfangsbedingungen
©(0) = ¢4=0 und @(0) = 0
erhalten wir
T+V =0
und damit

P = 3_lg(1 —COoSQ).

Aus dem Drallsatz ergibt sich

3g

b = 5ysing.

Diese Resultate setzen wir auf den linken Seite der Gleichungen des Massenmittelpunktsatzes ein. Die Auflo-
sung nach den unbekannten Bindungskriften F und N liefert

F = 3%(3 cosy —2)sing,

N = ng(Za’cosgo—l)z.

9. Unabhéngig vom Haftreibungskoeffizienten y, beginnt der Balken sicher spitestens dann zu gleiten, wenn
die Normalkraft null wird. Dies tritt beim Winkel

o=@ = arccos%570.53°
ein.
Kontrollfragen

1. Sind die Energiesétze aus Abschnitt B.1 und B.2 auch fiir starre Korper giiltig?

2.  Wie kann die kinetische Energie von starren Korpern zerlegt werden? Wie berechnet man die Teile davon?

_130_



Technische Mechanik Zum Energiesatz

3. Wie berechnet man die kinetische Energie bei beliebigen ebenen Bewegungen?

4. In welchem Fall ist die Translationsenergie eines rollenden Rades gleich gross wie die relative kinetische
Energie? (Siche Beispiel: Rollendes Rad auf Seite 128).

Ubungen

1.  Wir betrachten die Jo-Jo-Aufgabe von Seite 98. Formulieren Sie den Energiesatz! i

2. Siche Seite 104: Eine Korper der Masse m, ist an einem masselosen (undehnbaren),
um eine Scheibe (Masse m,, Radius R) gewickelten Faden befestigt. Das Lager der

homogenen Scheibe sei zuerst blockiert und werde zur Zeit ¢t = 0 freigegeben. Rei- i R
bungseffekte sind vernachldssigbar. Formulieren Sie den Energiesatz! -
me
3. Siehe Seite 104: Betrachte einen homogenen Balken (Masse m, Lange /). Ein Ende
gleitet reibungsfrei auf einer horizontalen und das andere auf einer vertikalen Ebene.
Die Bewegung sei in eine Vertikalebene gebunden. Formulieren Sie den Energiesatz! m.l
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Appendix C: Zum Drallsatz

Fiir interessierte Leserinnen und Leser enthédlt dieser Appendix einen Einstieg in die dreidi-
mensionale Berechnung des Dralls. Sie ist die Grundlage zum Verstiandnis von Kreiselproble-
men (Spielzeugkreisel, Kreiselkompass, Stabilisierung des Radfahrens etc.).

Lernziele

» Sie kennen die Definitionen der Tragheitsmatrix und ihrer Elemente (beziiglich des Massenmittelpunkts und
inertialer Punkte).

» Sie konnen bei gegebener Trigheitsmatrix und Rotationsschnelligkeit den Drall berechnen (beziiglich des
Massenmittelpunkts und inertialer Punkte).

* Sie konnen die Drallsitze auf konkrete Probleme anwenden und daraus Bewegungsdifferentialgleichungen
herleiten.

* Sie konnen mit dem Verschiebungssatz von Steiner Tragheitsmatrizen umrechnen.

* Sie konnen qualitativ grosse von kleinen Trigheitsmomenten unterscheiden.

* Sie konnen den Drallsatz in rotierenden (z.B. korperfesten) Koordination formulieren.

» Sie konnen die Stabilitdtsdiskussion der Rotationen eines kréftefreien starren Korpers nachvollziehen.

C.1 Massentrigheitsmomente

Die Berechnung des Dralls mit Hilfe der Integrale (3.36) und (3.40) ist, wie wir beim physika-
lischen Pendel gesehen haben, ziemlich umsténdlich, weil fiir jedes System bei der Grunddefi-
nition begonnen werden muss. In diesem Abschnitt wird eine einfachere Berechnungsweise
hergeleitet, welche nur die Kinemate und die Massenverteilung des starren Korpers benotigt.

Wir haben den relativen Drall beziiglich des Mas-
senmittelpunktes C gemaéss (3.40) als

L. = J.“-r' xXv'dm
B

definiert. Fiir einen Bewegungszustand mit beliebi-
ger Kinemate {v., w} sind die zeitlichen Ablei-
tungen der relativen Ortsvektoren, v' = i, gemiss
Kreiselungsformel (1.14)

vV = wXr.
Wir setzen
w=wetwe tw.e.,
F=x'e +ye +-7e,,
’,v — |rv| — /xvz _,’_yvz +sz .

Mit der Vektoridentitit (A.29),

_132_



Technische Mechanik Zum Drallsatz

ax(bxc) =(a-c)b—(a-b)c,

wird der relative Drall zu

L. = ”J-r'x(wxr')dm = w“jr‘zdm—“_[r'(w -r)dm.

Daraus konnen wir z.B. die x-Komponente L., des Dralls L. herauslesen. Die Summanden
mit x'* fallen heraus, so dass noch der folgende Ausdruck stehen bleibt:

Lo, = cl))cj_"_[()/'2 +2'2)dm — a)y”jx'y'dm — a)Z”J‘x'Z'dm . (C.1)

Die y- und z-Komponenten L., und L., sind analog, mit zyklisch vertauschten Indizes. Ge-
samthaft wird der Drall also

LC = LCxex + LCyey + LCzez H (C2)

mit x-Komponente (C.1) und analogen y- und z-Komponenten.

Nun wollen wir die mit w,, w,, w, multiplizierten Integrale in (C.1) benennen und die rechte
Seite der Gleichung als Komponente eines Matrixprodukts auffassen. Dazu definieren wir die
Trigheitsmatrix I als

(C.3)

Die Elemente der Trégheitsmatrix sind die (Massen-) Trigheitsmomente I, I, und I, gemiss

I, = ”.[(y'vaz'z)dm,
I, = [[[2+z2)dm, (C4)
1= [[Jee+yydm

sowie die Deviationsmomente C_, C _und C_ gemiss

x)?

C, = —J”x’y’dm,
B

C. = ~[[[yzdm, (C.5)

C,., = —L”x'z’dm .
B
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Die x-Komponente L., des Dralls aus (C.1) ist also z.B.

Le, = Lo +Chw,+Cw,.

Damit kdnnen wir (C.2) auch schreiben als Matrixprodukt der Triagheitsmatrix mit dem Vektor
der Rotationsgeschwindigkeit:

L= 7w] €

Die Trigheitsmatrix I ist aus der Geometrie und der Massenbelegung des Korpers berechen-
bar, also eine Materialgrosse. Gemiss der Berechnung (C.1) wird I automatisch symmet-
risch.

Fiir spiegelsymmetrische Koérper ldsst sich die Tragheitsmatrix am einfachsten berechnen,
wenn man die Symmetrie in der Koordinatenwahl beriicksichtigt und damit die Deviationsmo-
mente zum Verschwinden bringt.

Beispiel: Trigheitsmomente von homogenen Kérpern

Wir geben im Folgenden die Trigheitsmatrizen fiir die Kugel, den Zylinder und den Quader an. Durch Grenziiber-
ginge lassen sich aus ihnen die Tragheitsmatrizen von weiteren einfachen Koérpern bestimmen (z.B. schlanker
Balken, ebenes Rad). Wir verzichten auf die expliziten Berechnungen der Volumenintegrale. Trigheitsmatrizen
finden sich in vielen géngigen Formelsammlungen.

_2 2
z,r 0 0
12 4
f_+r2

Zylinder: I-=m 0 =
4 ¢ 2 4

2
0 0 ”5
L g X

b2+c2 0 0
Quader: Io=—m| o0 g2+c2 0

12
0 0 a2+0?

100 z
Kugel: I = gmﬂ 01o0|-

001

Beispiel: Trigheitsmomente fiir ebene Bewegungen X

Aus den obigen Matrizen konnen wir die in Abschnitt 3.5 berechneten Trigheitsmomente fiir ebene Bewegungen
ablesen: Wenn wir z.B. beim Quader eine Kantenlidnge (z.B. a) viel grosser als die anderen beiden annehmen, so
bleibt fiir einen schlanken Stab in der x-Richtung noch

000
Ie=35moa 0l
00 a?

Fiir ein ebenes System in der x-y-Ebene lesen wir daraus die z-Komponente des Tragheitsmoments ab:
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Dies deckt sich mit (3.52).

Das gleiche Resultat ergibt sich tibrigens auch fiir einen schlanken, langgestreckten Zylinder in x-y-Ebene.

Der Impulssatz (3.30) einerseits und der Drallsatz (3.42) mit Formel (C.6) andererseits liefern
damit die gesuchte Beziehung zwischen der Kinemate und der Dyname eines starren Korpers.
Zusammen mit den Anfangsbedingungen bestimmen sie seine Bewegung vollstindig. Aller-
dings ist zu beachten, dass bei Rechnungen in einem Inertialsystem die Tragheitsmatrix nicht
unbedingt konstant ist, die Ableitung des Dralls (C.6) also zwei Summanden hat. Abschnitt

wird zeigen, wie man diese Klippe durch Rechnung in einem korperfesten Nichtinertialsystem
umschiffen kann.

Alle obigen Resultate lassen sich analog herleiten, wenn eine Kreiselung um einen inertialen
Punkt O betrachtet wird. Formal gelten also die Formeln bis (C.6) auch, wenn C durch O er-
setzt wird, sowie ¥' durch » und v' durch v.

Kontrollfragen

1. Wie sind die Tragheitsmomente und die Deviationsmomente definiert?
2. Was ist die Tragheitsmatrix?

3. Wie berechnet sich der relative Drall aus der Rotationsgeschwindigkeit?
4

Wie berechnet sich der Drall beziiglich eines festen Punktes — im Falle einer Kreiselung um diesen Punkt —
aus der Rotationsgeschwindigkeit?

5. Wie kann der Drall beziiglich eines festen Punktes fiir eine beliebige Bewegung aus der Rotationsgeschwin-
digkeit berechnet werden? (Tipp: siche auch Abschnitt 3.4, Seite 96)

Vertiefende Fragen
1. Wann ist der Drall parallel zur Rotationsgeschwindigkeit?

2. Fiir welche Korper ist der Drall immer parallel zur Rotationsgeschwindigkeit?

C.2 Satz von Steiner

Der Verschiebungssatz von Steiner erlaubt die Umrechnung zwischen I, und 1 :

Satz:

Der betrachtete Korper habe die Masse m. Das Koordinatensystem { O, x, y, z} sei gegeniiber
dem System {C, x’, y’, z’ } mit Ursprung im Massenmittelpunkt C verschoben. Die Koordina-
ten von O im {C, x’,y’, z" } -System seien (Ax, Ay, Az). Dann berechnet sich I, aus I ge-
mass
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Ay?+ Az —AxAy —AxAz
Io = Ic+m| _AxAy Ax2+Az2 —AyAz |- (C.7)
—AxAz  —-AyAz Ax*+Ay?

Beweis: P

Der Beweis ist fiir alle Elemente der Trégheitsma-
trix dhnlich. Wir berechnen exemplarisch /), : B

C {
onzfjf(y2+22)dm, o /I Y

Io. = [[[(0' + Apy> + (' + Az)>)dm,

Da nun wegen der Definition (2.9) des Massenmittelpunktes

I”y’dm = Ijjz'dm =0
B B
ist, so erhalten wir

Io, = mAYy*+mAz*+1.,.. 1

Formel (C.7) zeigt, dass die Tragheitsmomente beziiglich des Massenmittelpunktes minimal
sind.

Die Tragheitsmatrix ldsst sich auch auf gedrehte Koordinatensysteme umrechnen. Diese Tech-
nik verlangt aber tieferes Verstindnis der Transformationseigenschaften von Tensoren (die
Tragheitsmatrix ist eigentlich ein Tensor). Wir wollen uns nicht weiter damit beschéftigen,
nehmen aber zur Kenntnis, dass man wegen der Symmetrie der Trigheitsmatrix immer ein Ko-
ordinatensystem finden kann, in dem die Deviationsmomente verschwinden («Hauptachsen-
systemy).

Kontrollfrage

1.  Wie berechnen sich die Triagheitsmomente beziiglich eines translatorisch verschobenen Systems?

C.3 Rotierende Koordinaten

Bisher haben wir die zeitliche Ableitung des Dralls

dt(lcw)

LC:d—

in einem translatorisch mit C bewegten System berechnet, wo eventuell auch I zeitabhingig
ist, was die Rechnungen komplizieren wiirde. Bei nicht kugelsymmetrischer Triagheitsmatrix
ist es daher sinnvoll, in rotierenden Koordinaten zu rechnen. Diese wéhlen wir so, dass die
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Tragheitsmatrix wahrend der Bewegung konstant sind. Fiir korperfeste Koordinaten ist das im-
mer der Fall, manchmal bietet sich dank Symmetrie aber auch anderes System an. Im Folgen-
den gehen wir also von konstantem I, aber einem rotierenden Bezugssystem aus.

Im Fall eines mit w, rotierenden Systems ist zu beach-
ten, dass sich auch die Einheitsvektoren bewegen. Wir
sehen dies am besten in einem Hauptachsensystem, wo
die Deviationsmomente verschwinden. Hier gilt fiir den
Drall beziiglich des Massenmittelpunktes

Lo = Icwee, +Ic,wpe, + Icwee,.

Die Einheitsvektoren vollfiihren eine Kreiselung mit
w,. Deshalb erhalten wir fiir die Ableitung des Dralls (unter Annahme konstanter Trégheits-
momente)

Mit den Relationen fiir die Kreiselung (siehe (1.14))

e;: = wrXey,etc.

lasst sich die obige Gleichung vektoriell schreiben als

LC = ch) + a)fX Icw .
Dabei steht @ fiir die relative Ableitung von w:

W = weetwe, twe,.

Aus (3.42) erhalten wir also den Drallsatz im bewegten System

Le = I+ o xIcw = M. (C.8)
Im Fall von kérperfesten Koordinaten ist w, = w und damit

Le=Io+oxI.w=M,. (C.9)

Dabei bezeichnet w die absolute Rotationsgeschwindigkeit, ausgedriickt im bewegten System
und w die relative Ableitung der Rotationsgeschwindigkeit.

Beispiel: Euler-Gleichungen, Stabilitit von Rotationen

Wir betrachten die Rotation eines starren Korpers, auf den beziiglich des Massen-
mittelpunkts C kein Moment wirkt (indem z.B. nur die Gewichtskrifte angrei-
fen). Seine Trigheitsmatrix beziiglich C sei (in einem mit dem Korper
rotierenden Hauptachsensystem) gegeben durch:

A00
Io.= |0 BoO|-
00C

Der Drallsatz (C.9) im mitrotierenden System schreibt sich nun komponentenweise als:
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Aw;+(C-B)w,w, = 0,
Bw,+(4-Cww, =0, (C.10)
Cw+(B-A)ww, = 0.

Dies sind die Euler-Gleichungen. Zusammen mit dem Massenmittelpunktsatz (3.32) beschreiben sie dic Bewe-
gung des Korpers vollstindig. Die Euler-Gleichungen sind nichtlinear und deshalb schwierig zu diskutieren. Ein-
zig konstante Rotationen um eine Koordinatenachse sind offensichtliche Losungen von (C.10). Sie entsprechen
also konstanten Rotationen um eine der Hauptachsen des Korpers. Wir wéhlen z.B. eine Rotation um die é-Achse,

Weg
wO = 0 ’
0
mit konstantem w,, .

Um das Vorlesungsexperiment mit dem Wiirfel zu verstehen, betrachten wir eine Bewegung in der Néhe dieser
Rotation. Sei also

w = w,tw
und @ klein. Dies setzen wir in die Euler-Gleichungen ein und linearisieren (d.h.: setzen Produkte der Kom-
ponenten von @ zu null). Wir schreiben fiir @ gleich wieder w , was die Notation vereinfacht. So ergibt sich:
Aw; = 0,
Bw,+(4-Clw,wg = 0,
Cws+ (B-A)wgw, = 0.

Nun haben wir lineare Differentialgleichungen fiir die kleinen Verdnderungen der Rotation um die é-Achse. Wir
leiten die zweite Gleichung nach der Zeit ab,

Bib, + (A - C)wwg = 0,
und setzen das Resultat fiir w, aus der dritten Gleichung ein:

5+ A=C)A-B)

. e w,wf = 0.

Analog dazu erhalten wir die Differentialgleichung fiir die {-Komponente:

o 4 B=A(C—A)

¢ 30 wwi = 0.

Beides sind genau dann Schwingungsgleichungen, wenn (4 — B)(A — C) > 0 ist. Dies wiederum ist genau dann
der Fall, wenn entweder 4 < B, C oder 4 > B, C gilt, d.h., wenn die Rotation um die Achse mit dem grossten
oder dem kleinsten Trigheitsmoment stattfindet.

Ein Kdorper mit drei verschiedenen Haupttrdgheitsmomenten (z.B. eine Zigarettenpackung) rotiert also stabil um
die grosste und die kleinste Haupttragheitsachse, wiahrend die Rotation um die mittlere Haupttragheitsachse insta-
bil ist.

(Beachte, obwohl es hier keine Rolle spielt: Die Achse mit dem grossten Haupttragheitsmoment ist die «kiirzes-
te», d.h. sie durchsticht den Korper auf dem kiirzesten Weg.)

Kontrollfragen

1. Wann lohnt es sich, den Drallsatz in einem rotierenden System zu formulieren?

2.  Wie lautet der Drallsatz in einem rotierenden System?
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Appendix D: Problemlosung

Das Ldsen von Problemen ist nicht nur in der Mechanik ein schwieriger Prozess. Fiir Studie-
rende, Ingenieure und Wissenschaftler ist er das tdgliche Brot, z.B. auch beim Verfassen eines
Textes. Deshalb ist es sinnvoll, iiber den Prozess nachzudenken und aus den Erkenntnissen der
Kognitionsforschung zu lernen. Das fordert die eigene Problemldsungskompetenz und erleich-
tert auch das Lernen.

Das folgende Schema ist inspiriert durch ein Buch von Frederick Reif («Applying Cognitive
Science to Education», MIT Press, 2008).

/ Schritte einer Problemlosung \

1. Problem beschreiben |-« -

Y

2. Problem analysieren

—

3. Losung konstruieren

v

4. Losung bewerten

v
K 5. Arbeit verwerten J

eventuell revidieren

T
|
L

& Viele Studierende tendieren dazu, sofort den Schritt «Losung konstruiereny anzupacken
und es damit bewenden zu lassen. Sie losen dann vielleicht das falsche Problem, iiberse-
hen einfachere Losungswege, produzieren eine offensichtlich unbrauchbare Lésung und
verpassen, aus der geleisteten Arbeit (Lern-) Profit zu schlagen.

1. Problem beschreiben

Hier verschafft man sich mit eigenen Worten und Bildern Klarheit iiber die Problemstellung.
Dazu gehoren insbesondere die folgenden Punkte:

» Skizze!!! (bei Ingenieurproblemen immer der erste Schritt)
» Situation (gegebene Grossen, Eigenschaften, ...)

» Ziele (gesuchte Grossen, gewiinschte Genauigkeit, ...)

* Randbedingungen (Zeit, Kosten, ...)
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2. Problem analysieren

Nun geht es darum, die Grundlagen fiir eine optimale Losung zusammenzustellen. Die folgen-
den Fragen gehoren dazu:

*  Welches Wissen hilft zur Problemldsung? Muss ich ev. zuerst recherchieren?
* Hat mein System spezielle Eigenschaften (z.B. Symmetrien)?

*  Welche Vereinfachungen sind moglich, welche zuldssig?

*  Welche Modellbildung ergibt sich daraus?

*  Wie kann ich das Modell mathematisch beschreiben?

3. Losung konstruieren

Die Losung sollte in eine Sequenz von Unterproblemen aufgeteilt werden (divide et impera).
Jedes Unterproblem kann in folgenden Schritten angegangen werden:

1. Hindernisse des Unterproblems identifizieren.

2. Optionen abwigen, beste Option wihlen.

3. Unterproblem zu 16sen versuchen.

4. eventuell zuriickgehen und Optionen neu bewerten.

Falls das Ziel nicht erreicht werden konnte, miissen eventuell die Unterprobleme neu abge-
grenzt werden. Oder es muss zusétzliches Wissen erworben werden.

4. Losung bewerten

Eine falsche Losung eines Ingenieurproblems ist unbrauchbar, auch wenn ev. nur ein Vorzei-
chen falsch ist!!! Es konnen Raketen und Flugzeuge abstiirzen, Héuser und Briicken kollabie-
ren. Bei falschen Modellbildungen konnen Finanzmérkte und Realwirtschaften kollabieren.
Und sie tun es auch!

Deshalb muss die konstruierte Losung unbedingt genau unter die Lupe genommen werden.
Das ist auch bei Klausuren und Priifungen sehr empfehlenswert. Die folgenden Fragen helfen
dabei:

» Sind die zu Beginn identifizierten Ziele erreicht?
(Vielleicht ist die vermeintliche Losung gar nicht die gesuchte...)

» Sind die Resultate klar und tibersichtlich dargestellt?
(Ihre Mitarbeiterin, Thr Biirokollege, Thre Vorgesetzte, Ihr Dozent etc. soll die Resultate
brauchen und verifizieren kénnen!)

» Sind die Resultate intern befriedigend?
Sind also z.B. die Einheiten korrekt, die Bezeichnungen so wie in der Skizze etc.?

* Sind die Resultate extern konsistent?
(Stimmen die Grossenordnungen? Sind ev. Spezialfille richtig? Gibt es alternative Losun-
gen, mit denen verglichen werden kann? Ist die funktionale Abhédngigkeit von den Parame-
tern glaubwiirdig?)

» Sind die Resultate optimal?
(Sind Vereinfachungen moglich? Sind Verfeinerungen notig? Gibt es bessere Losungs-
wege?)

Bei Problemen der Forschung und Entwicklung ist es die Regel und nicht die Ausnahme, dass
die Bewertung der Losung dazu zwingt, den Prozess zu revidieren und nochmals mit der Be-
schreibung und/oder Analyse des Problems zu starten. Deshalb brauchen Projekte und Disser-
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tationen ihre Zeit. Nur Ubungs- und Priifungsaufgaben sind meist in verdaubare Hippchen
eingeteilt.

5. Arbeit verwerten

Es wire schade, nach so viel Aufwand die Friichte der Arbeit nicht vollstindig zu ernten. Das
gilt nicht nur im Studium, sondern auch im lebenslangen Lernprozess. Um das beim Problem-
16sen neu erworbene Wissen mit dem bisherigen zu verkniipfen, sollte man die folgenden Fra-
gen bearbeiten:

*  Was habe ich gelernt?
*  Wie passt das zum bisherigen Wissen?
*  Wo/wie sollte ich auf Grund dieser Erfahrung mein Wissen erweitern?
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Appendix E: Resultate der Aufgaben

An diesem Anhang haben sich wahrscheinlich einige Fehler eingeschlichen. Bitte melden Sie
sie an mailto:kaufmann@ethz.ch.

Abschnitt 1.1
Aufgabe 1
e, = —ge,.
Aufgabe 2 7
Ebenes System: Freiheitsgrad /= 3-2-4 = 2. \\//
Réumliches System: Freiheitsgrad f = 3-3-4 = 5.
Aufgabe 3

Mit Formel (1.6) wird v = 0- e, + Rwe, + be, = Rwe, + be, ; daraus oder mit (1.7): v = «/(Rou)2 +b.

Aufgabe 4
Bei drei Punkten ergibt die Formel (1.1): f = n-b =3-3-3 = 6.

Mit jedem weiteren Punkt wird » um 3 erhoht und es kommen genau 3 linear unabhéngige Gleichungen bei b da-
zu. Alle weiteren Abstinde zwischen den Punkten sind automatisch festgelegt. Deshalb erhoht sich der Freiheits-
grad nicht weiter.

Fritz rechnet bei 5 Punkten eine linear abhingige Bindungsgleichung zu viel. Auch Susi zdhlt alle Abstinde zwi-
schen den 6 Punkten mit und hat 3 linear abhéngige Bindungsgleichungen zu viel in ihrer Rechnung.

Bei 2 Punkten ist eine mogliche Rotation um die Achse durch die beiden Punkte noch nicht beschrieben.

Abschnitt 1.3
Aufgabe 1 b v c
- — -
Punkt 4: v, = vie,—v,e,.
I
Punkt B: v, = vie. +vse,. | A
V) V4

Punkt C: vo = —vie, +v,e,. e v |

T Y |
Punkt D: v, = —vie,—vse,. e,

A4 -5 B

SdpG fiir AC:v, - AC = v.-AC,also v;—v, = v,—v, oder v +v; = v, +v,.
(SdpG fiir BD liefert nichts Neues: v;- BD = v,- BD,also —v;+v, = vi—v,.)

Translation:v, = v.,also vy = —v, und v, = —v,.
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Aufgabe 2 ¥ Moo
Losungsskizze (nur mit SvM, SdpG): v |

Momentanzentrum AG in A, daraus die Richtung von
Vp, Vg /

|

|

|
Mit v in C: Momentanzentrum M.; von CG. F G/ / H

Daraus v, = { 3‘}/4)

—v/4

und v =( v/2 j,alsovD= [ v/4 J
—v/2 —v/4

%
Ansatz v, = ( B"J .
Vg,

SdpG fiir DB: (vg, —vy,)/ N2 = v/(242),

SdpG fiir BE: (vg, +v5,)/ 2 = v/ (242).

Also: vy = ( V/z).
0

Daraus das Momentanzentrum My, von BH und das Momentanzentrum G von BF.

Resultat: v, = [ 0 ],vH— [ v J
—v/2 —v/2

Abschnitt 1.4

Aufgabe 1
Siche Beweis von (1.14) auf Seite 17.

Aufgabe 2

Formel (1.14), v, = w X rp, ergibt mit w = ¢e,, rp, = €

p,VPZE'

.
e, = pe.Xe, = ge, etc.
Aufgabe 3
Starrkérperformel (1.16) fiir AB und AD ergibt:
w, = (vp-vy)/a,w, = (v,—vpg)/a, w, =
Starrkérperformel (1.16) mit diesem w fiir AC ergibt dann:
Vgt ve = vptvg.
e Fiir eine Translation muss w = 0 sein, also

V= Vg = Ve = Vp.

* Ansonstenist v, 1l w,also I, = v, - w = 0, also liegt also eine reine Rofa-
tion Vor.
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Resultate

Bemerkung: Eine Uberlegung nur mit dem SdpG in der Ebene reicht nicht. Man miisste auch einen Punkt ausser-

halb der Ebene betrachten, um die Starrkdrperbewegung nachzuweisen.

Aufgabe 4
Starrkorperformel (1.16) fiir AB und AC ergibt die Kinemate in 4:

(2ve—v,—vp)

3

S
Il
Q=

V4= Vs

0

e Falls v, = vz = v, ist, so wird w = 0, also Translation.
* Ansonsten ist immer [, = v, - w = 0, also Rotation.

Aufgabe 5
Esist
v VCosy
Va= | 0 |>V8 = | vsiny
0 0

Mit Starrkorperformel (1.16) wird

siny
o = 4| 1—cosy
0
Annahme: 0 <y <27 . Dann gilt
e vy = 0: Translation,
e vy = m:Rotation,
* sonst: Schraubung.
Abschnitt 1.5
Aufgabe 1
0 1 -1
aF aF
Mo(F) = | 0 |, Mo(F>) = f 0 | Mo(Fs) = 72—
0 -1 0
0 -1

M,(F,) = alF\| o |, Mp(F\) = aFy| o |, Mc(F\) = My(F,).

1 0
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Aufgabe 2
My(4) = 0, Mp(4) = —ade., My(4) = Mp(4);

My(B) = 0, My(B) = bBe., Mp(B) = M(B);

M,(C) = 0, My(C) = %’Cez, My(C) = i;’i’ce_,.

Abschnitt 1.6
Aufgabe 1
P, = v(&+&) P, = 7aa)Fz.
V32 3
Aufgabe 2
Tipp: Uberlegung mit (1.28), P = M, - w, O auf der Rotationsachse.

Aufgabe 3
Tipp: Definition (1.23), M, = e,- M,. Wann ist M, = 0 oder M, L e,?

Abschnitt 2.1

Aufgabe 1

Mogliche Beweiselemente: Zuerst resultierendes Moment betrachten (Bezugs-
punkt frei wihlbar). Falls Bezugspunkt auf Wirkungslinie einer Kraft, so muss
noch die Summe der Momente der anderen zwei Kréfte verschwinden. Falls deren Wirkungslinien durch den
Punkt gehen, sind wir fertig. Ansonsten miissen sie parallel sein, damit sich ihre Momente zu null addieren kon-
nen. Also sind diese zwei Kréfte parallel. Damit die Resultierende verschwinden kann, muss auch die dritte Kraft
parallel sein.

Aufgabe 2 z
~-A+B 4 A+B
{R, My} mit R = — _B s, Mo =—| _4+B
’ 2 WG
A A-B
Aufgabe 3
-A+B 4 A
{R,M:} mit R = — _B s Mo = —| 4
‘ 2 NG

A A
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Aufgabe 4
0 M 0
a=| 0 | p=| 2| c=| M|
M 0 2a
2a 0 0
0 M 0
p=| 0 | E=| 29| F=| M|
M 0 2a
2a 0 0
oder
a=Mp M _Mp Mp Mp_ M
2a 2a 2a 2a 2a 2a
Aufgabe 5 0]
R=A+B+C=0,M, = +dlA| (doppelte Fliche). C
dl \B
Abschnitt 2.2
Aufgabe 1
A=C,B=
Aufgabe 2
J3a
r. = 0 5
0
Aufgabe 3
a)
Xc = Ve = —.

b) Der Gesamtschwerpunkt kann aus
der  Addition/Subtraktion  der
rechts angedeuteten Flachen be-
stimmt werden.
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So ergibt sich:
e 295-54n
YT 618
0,

3r
27
Sr X
Aufgabe 4 y
Das Kreissegment kann aus dem Kreissektor (Schwerpunktsberechnung durch In-
tegration) durch Subtraktion des gleichschenkligen Dreiecks (Schwerpunkt auf 2/3
der Hohe) konstruiert werden. "
_ _ 2R (sine)’ R
Ye = 0,y 3 a-sinacosa’ Q?
0
S
P
- |
G ~
o &
VANEIVAN

<

Abschnitt 2.4 *

Aufgabe 1

a = arctanE = arctan%, S = JPP+G. _ﬁ

2P’

Abschnitt 2.5

Aufgabe 1

AN

7
_

.

zweifach dreifach dreifach statisch unbestimmt
Aufgabe 2
Varianten: 7 %
7 e
% 7 o b~
0 7\
A s
|
/\ /\
Aufgabe 3

Rotation um Achse moglich, also einfach kinematisch unbestimmt Z /\
(oder: Momentenbed. um Achse nicht erfiillbar). %
i
Sechs unbekannte Lagerkraftkomponenten, aber nur fiinf Gleichge-

wichtsbedingungen nutzbar (s.0.), also einfach statisch unbestimmt
(oder: klemmt in Achsenrichtung).

Es lohnt sich, fiir eine angenommene Last die Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen.
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Aufgabe 4

Eine Momentenbedingung beziiglich P ist nicht erfiillbar, weil das System kine-
matisch unbestimmt ist. f

Abschnitt 2.6 7/

Aufgabe 1

A4, =0,4,=GC+0,¢ = arctan(GgQ).

Aufgabe 2 5
Resultate wie Beispiel: Dreieckplatte auf Seite 51:
_ B _ B 3 p o A3
S = 3 G-F,A = 3 G72F,B =G- 2F.
F
Gelenkkréfte parallel und senkrecht zum Faden einfiihren. B
\60O
0] A

Aufgabe 3

Mit einem Festlager unten wire das System statisch unbe-
stimmt.

a=r.8=c=Lp=-6+0-Lr

C, = —G,+§F,M= %(2G1+G2—J§F).
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Abschnitt 2.7
Aufgabe 1
_ G_ll HpR—a G_ll Hipa + R
M=o e TR T e
_ Gyl 1 _ G Mz
Nz e — ) F2 - " .
2 la® + R? 2 Ja2+R?

Esist ;>0 und N, >0, also reduziert sich die Haftbedin-
gung auf F| < uy, N, . Das bedeutet:

a,<a<a, mita, , = [(por +1112)¥A/12(N01 +1112)2 - 8#01(21101R2 + U RI=RI) _

4o
Aufgabe 2
Momentenbedingung fiir Scheibe ergibt: , = 0. Daraus:
G\l a G/l R G\l 1
= 4. 4 = L. —— = —.
M 2 a’+R? G i 2 aZJrRZ’N2 2 J2+ R
2 2 2
@ <a<a, mita,, = ZIUOFFA/Z Hor” — 8o (Zpoi R _Rl).
4o
Aufgabe 3
/ G,/ R
N—G(l———),Ff—- ,
1 1 2a 2 2 R
G,/ 1 Gl
Ny=—— ——,C; =0,C, = G, +—
2 2 m s 1 s 2 2 2a s
wo Gl _E_
a la?+ R?
Haften im Auflager:
R
Ho2 =~
a

Gelenkreibungsgesetz:

G,! R?

Hos 2 : .
2G2a+Gll /a2+R2

Aufgabe 4

Schneller Weg: 6 Gleichgewichtsbedingungen fiir Gesamtsystem (Mo-
mentenbedingungen bez. geschickt gewéhlter Achsen!) und drei Mo-
mentenbedingungen fiir die einzelnen Dreieckplatten bez. der Achsen
durch die Gelenke.

Geometrie: Die Ebene mit den Gelenken und P liegt J21/ 3 iiber der
Auflageebene.

N=G.4-426.5 =L,
6 2
N2 = G+%P,A2 = %GJ’_%P,BZ = 0,N3 = G*éP,A3 = %G*?P,B3 =
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J6

Kein Kippen: |P| < —Q—G )
640 + A2 G
2«/6/10 + «/3 -

Bemerkung 1: Fiir P> 0 ist die Haftbedingung mit 4,, N, automatisch erfiillt, kritisch ist |45 < poN; .

6u0+ﬁ <I§

Bemerkung 2: Mit “—/—2 < Uy < oo gilt —————

Kein Gleiten: |P| < %/%yﬁ —2 (erfiillt) und |P| £

. Deshalb ist die Haftbedingung entscheidend.

4 2J6p,+ 3 2
Abschnitt 3.1
Aufgabe 1
R e N _ (vpsina)’ _ vesin2a
|a|_ ery +Z)_gazmax_—sxmux_—'
2g g
Abschnitt 3.3
Aufgabe 1

Wir miissen beachten, dass die Richtung der Gleitreibungskraft immer entgegenge-
setzt zu X ist.

a) vy,>0:Zu Beginn ist
X(t) = g(sina—pucosa)t+v,.
Fiir u < tana nimmt die Geschwindigkeit unbegrenzt linear zu. X U< tan
Fiir u > tana nimmt die Geschwindigkeit ab und hat bei
Vo

t, = vy/(g(ucosa —sina)) >0 A . U>tana

eine Nullstelle. Der Quader bleibt ab dieser Zeit liegen. i L
4 t
b) v, <0: Die Richtung der Reibungskraft zeigt zu Beginn in positiver x-Rich-

tung. Es ist
xX(t) = g(sina + ucosa)t+v,.
Fiir
t, = —vy/(g(pucosa + sina)) >0
hat die Geschwindigkeit eine Nullstelle.

Anschliessend muss unterschieden werden:

X
Fiir u < tana wird der Quader analog zu Beispiel: Quader auf rauer, schiefer A
Ebene auf Seite 82 nach unten rutschen. 5

<Y

Fiir u > tana wird der Quader liegen bleiben.
Aufgabe 2 z
g

F=—g,z(t) = —§t2+v0t.

mg
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Aufgabe 3

Koordinatenursprung O bei ungespannter Feder. y mg

K = cx, N = mgcosa, mX = mgsina —cx;

x(t) = 7mgzina/cos(A/%t) +mgzina. t\/ P

Bemerkung: Koordinatenursprung in der Ruhelage ergibe keine Inhomogenitét.

Aufgabe 4 A
' ' ' ' > w/2
Newtonsches Gesetz in Polarkoordinaten, tangeniale Richtung: ‘ >
mr$ = —mgsing + c(Zrcos‘f) sin = (cr—mg)sing,
2 2
T
o (g 0) L = - -
+le-= . Ruhel : .
%) (r -~ sing = 0.Ruhelagen: ¢, =0,¢p,=nx mg

a) Linearisierung um ¢, = 0 ergibt ¢ + (g 5)(,0 = 0. Fiir mg > cr ist eine kleine Schwingung mit Kreisfre-

room
quenz /g -£ moglich.
rom

b) Linearisierung um ¢, = 7w ergibt $ — (g - 5) ¢ = 0. Fir mg < cr ist eine kleine Schwingung mit Kreisfre-

room
quenz [5—5 moglich.
m r

Aufgabe 5
_ p—kt
Esist z(¢) = (vo + g) (d-e?)_ £ mit k = A . Die maximale Hohe wird bei ¢,,,, = l10g(1 + k_vo) erreicht
ke k k m k g
. | kv, o Ay, .
und betrégt z,,,, = h = —=| kvy,—glog| 1 + —] ] . Substitution von € = — ergibt
k2 g mg

2
_ voe—log(l+e€) _ e—log(l+e)
h(e) = g = = 2h, = .
Taylorentwicklung von log(1 +€) um € = 0: log(1 +¢€) = e—%z-i- %3 + O(€e*) . Also:

h(e) = ho(l —%e-i- 0(62)) .

Aufgabe 6

g x G
Krifte: G = —mge,, N = Ne, = mge,, K = —cxe, (Feder), » K
F=—um gﬁevx (Gleitreibung) bzw. unbekanntes F, falls der + F

X
Massenpunkt stillsteht. e, N
. eX
Bewegungsgleichung: mx = —cx fumg|—;c,—| , also mit w? = £
m

a) X+ wix = —ug fir x>0, mit allgemeiner Lésung x(f) = ¢,coswt+ c,sinwt — ug/w?,

b) X+ wx = ug fiir ¥ <0, mit allgemeiner Losung x(¢) = c,coswt + ¢,sinwt + pug/ w?.
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1. Anfang, t = 0: Zuerst muss die Haftbedingung untersucht werden. K(0) = —cx(0)e, = —4.5cee, , mit
e = umg/c = ug/w?,also |K(0)| = 4.5umg>umg = u|N|, also ist die Haftbedingung verletzt. Also
setzt eine Bewegung mit X < 0 (in Richtung der resultierenden Kraft) ein.

2. Erste Bewegungsphase: Anfangsbedingung x(0) = 4.5¢, X

x(0) = 0 (also ¢, = 0) und Gleichung/Losung a): 4.5e

x(7) = 3.5ecoswi+e. Stillstand bei ¢, = £ = ﬁn,
w C

x(t;) = =2.5e. 0.5¢

3. Diskussion des Haftens bei t = t, :

|K(t)| = 2.5umg >pumg = u|N|,also ist die Haftbedingung 25
-2.5¢e

verletzt. Also folgt eine Bewegung in Richtung der resultie-
renden Kraft mit x> 0.

4. Zweite Bewegungsphase: Anfangsbedingung x(¢,) = -2.5¢, x(¢,) = 0 (also ¢, = 0) und Gleichung/L&-
sung b): x(¢) = 1.5ecoswt—e. Stillstand bei ¢, = Zﬁﬂ, x(t,) = 0.5e.
¢

5. Diskussion des Haftens bei t = t,: |K(t,)] = 0.5umg <umg = u|N|, also ist die Haftbedingung erfiillt.
Also bleibt der Massenpunkt liegen.

Abschnitt 3.4 ®
eZ
Aufgabe 1 S ?
Freiheitsgrad: f = 1. X
Kinematische Relation: Rp = X .
mg
Massenmittelpunktsatz: mx = mg—S.

Relativer Drallsatz: Ortsvektoren und Geschwindigkeiten der Scheibenpunkte liegen in der gezeichneten Ver-
tikalebene, also sind alle Kreuzprodukte r' X v' senkrecht dazu, in Richtung e.: L, = Lce..

Lo = j f Pvdm = ¢ j j #*dm (siehe auch Abschnitt 3.5). Also:

Rad Rad

Le=§ [ [r*dm = RS.

Rad

Man braucht den Drallsatz, um zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten (Seilkraft und Bewegung) zu er-
halten.

Die weitere Losung ist in Aufgabe 2, Seite 153 diskutiert.

Abschnitt 3.5

Aufgabe 1
Freiheitsgrad: f = 1.
Bestimmung des Massenmittelpunkts:

ml+ 2MI

(M+m)a ="+ M1, also a = .
2 2(M+m)

Bestimmung des Massentrigheitsmoments mit dem Satz von Steiner (falls nicht aus der  (Af + m) g
Analysis bekannt, sieche Abschnitt C.2, Seite 135):
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2 2
Lo = Losuy + Loseheine T M1, also 1, = mTl "Jt% +MP.

Massenmittelpunktsatz tangential: (M +m)ap = F,— (M +m)gsing.
Massenmittelpunktsatz radial nach innen: (M + m)a<}v2 =F,—(M+m)gcosgp.

Drallsatz bez. O: LO = Iop = -(M+m)gasing.

_ M+m)ga _ 3gl(2M+ m)
1 212(3M +m) + 3MR?*’

Linearisierung fiir p<<1: ¢ + wégo = 0 mit wg

Losung mit ¢(0) = ¢,<<1, @(0) = 0: ¢(t) = pycoswt.
Lagerkraftkomponenten:
F, = (M+m)(ag” +gcos(pycoswyt)) = (M +m)(gcos(p,coswyt) + appwo(sinwyt)?),
F, = (M+m)(ap + gsin(gycoswyt)) = (M+ m)(gsin(p,cosw,t) — agoowécoswot) .

Bemerkung: Wegen der Linearisierung machen eigentlich nur die entsprechend linearisierten Lagerkraftkompo-
nenten Sinn:

F,=g(M+m)), F,~(M+m)(g—awy),coswt .

Aufgabe 2 o)
s 0
Freiheitsgrad: f = 1. X
Kinematische Relation: R¢ = X . § ?
Massenmittelpunktsatz: mx = mg—S.
. . . : .. _ mR?.
Relativer Drallsatz mit Massentrdgheitsmoment: Lo = [ = = RS. mg

(Alternative: Drall bez. O mit (3.41): L, = mRx + L, und

Drallsatz bez. O: Lo = mgR = mR¥+ L¢ = mgR—RS+ Le = mgR — RS+ RS : liefert nichts Neues.)

2
Es ergibt sich z.B. { = % und mit /, = ’1125— schlussendlich: ¢ = %;%
Losung mit ¢(0) = 0, @(0) = 0: ¢(¢) = f]—etz oder (bei geeigneter Wahl der x-Koordinate) x(¢) = ‘%tz.

Fadenkraft: S(t) = m?g

Losung fiir freien Fall: x(t) = ‘gtz . Die Rotationstragheit der Scheibe verlangsamt die Bewegung.
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Aufgabe 3
Freiheitsgrad: f = 1.

Kinematische Relation: Rp = X .

Wir stellen nur die fiir die Bestimmung der Bewegung nétigen Gleichungen auf:

Massenmittelpunktsatz fiir Kérper: m\x = m;g—S.

. R S
Drallsatz fiir Scheibe:L, = 1, = ZT = RS X
Mit der kinematischen Relation vereinfachen sich die Gleichungen zu: mg
1)) .. ms) ..
(ml +1—392)x = (ml +—23)x = mg.
Mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0, x(0) = 0 wird die Lésung: x(¢) = _ME o
2my + m,
Aufgabe 4 Y
Freiheitsgrad: f = 1. — LA
! M l
Kinematische Relationen: x. = égbcosgo, Ve = —Egbsintp. lC
Massenmittelpunktsatz: mx. = N,, mjo = N,—mg. mg
N P , ml? X
Drallsatz: I.p = =(N,sing —N,cosg) mit [, = —.
2 12 N
2

Das sind die gewiinschten Gleichungen. Das Weiterrechnen ergibt:

L0 o I
o = 5(9000590—902511190),% = —5(90smso+sozcos<p),

Ny = Bgeosg - ¢sing), Ny = mg - B(psing + ¢ cosg)
und damit

. ml..  mgl .
Icp = —= ¢+ —=sing,

bzw.
o- ——mgl——singo =0.
/
2(IC+ ’”T

Diese Differentialgleichung ist analog zum Pendel, wenn man den Winkel von der stehenden Lage aus rechnet
(siche z.B. Beispiel: Physikalisches Pendel auf Seite 95).

Der Energiesatz (siche Seite 131) hitte das Resultat etwas rascher geliefert. Die Gesamtenergie

2
E=T+YV=T,+T.+V = n%lgb2+%cgb2+m?glcosgo

ist in diesem konservativen System konstant. Deren Ableitung nach der Zeit verschwindet also und ergibt die vom
Drallsatz gelieferte Gleichung. Noch nicht bestimmt wiren auf diesem Weg allerdings die Normalkréfte.
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